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PRIMEIRO DIA

PROBLEMA 1
Seja S um conjunto infinito de nimeros reais tal que |x +x, +...+x,| <1 para todo subconjunto

finito {x,x,,...x,} = S. Demonstre que S € enumeravel.

PROBLEMA 2
Sga f,(X)=x* -1, e paracadainteiro positivo n>2 defina f (x)= f_,(f,(x)). Quantas raizes
reais distintas tem o polinémio f,, ?

PROBLEMA 3
n

Sgja A, o conjunto de todas as somas Zarcsinxk, onde n>2, x e[01], e Zxk =1
k=1 k=1

i) Prove que A, éum intervalo.

ii) Sgja &, 0 comprimento doiintervalo A, . Calcule lima,.

PROBLEMA 4

Suponha N>4 e segja Sum conjunto finito de pontos no espaco R°, de maneira que quaisquer
quatro de seus pontos ndo sgam coplanares. Suponha que todos os pontos de S podem ser
coloridos de vermelho e azul de modo que qualquer esfera que intersecte S em ao menos 4 pontos
tenha a propriedade de que exatamente a metade dos pontos na intersecdo de S com a esfera é
azul. Prove que todos os pontos de S encontram-se numa esfera.

PROBLEMA 5
2n
Sgla S um conjunto de n + 1 nimeros reais, onde n € um inteiro positivo. Prove que onde

existe uma seqiéncia monétona {8 },....., € S tal que

i<n+2

Xo1 = %] 2 2% = x|,

paratodoi =2, 3,..., n.



PROBLEMA 6
Para cada nimero complexo z diferente de O e 1 definimos a seguinte fungéo:

1
f(2)=
@=2 log* z
onde a soma é sobre todos os ramos do logaritmo complexo.

P(2)
i) Prove que ha dois polindmios P e Q tais que f(2)= —Q(z) paratodo
ze C-{0,1}.
ii) Prove que paratodo ze C—{0,1} temos
3 2
f(2)= szz
6(z-1)

SEGUNDO DIA

PROBLEMA 7
SgjaAumamatriz real 4 x 2 e B umamatriz real 2 x 4 tal que

1 0 -1 0
1 —
AB = 0 0 -1 .
-1 0 1 O
0O -1 0 1
Encontre BA.
PROBLEMA 8

Sejam f,g:[a,b] —[0,0) duas fungdes continuas ndo decrescentes tais que para cada
xe [a,b] temos

0 &<]G0 d e [NTO a= [0 &

Prove que

[V @ de>["Jirg@) d.

PROBLEMA 9
Seja D um disco unitério fechado, e sgam Z,,Z,,..., Z, pontos fixados em D. Prove que existe um

ponto zem D tal que a soma das distancias desde z a cada um dos n pontos é maior ou igual que
n.



PROBLEMA 10
Para N>1 sga M uma matriz complexa n x n com autovalores A;,A,,..., A, distintos com

respectivas multiplicidades m,m,,...,m,. Considere o operador linear L,, definido por
L, X=MX+XM", para qualquer X matriz complexa
nx n . Encontre os autovalores de L, e suas multiplicidades.

PROBLEMA 11
Prove que
1 el
N _xdy
oJo 1
=+[logy|-1
X
PROBLEMA 12

Para N> 0 definaas matrizes A, e B, comosegue: A =B, =(1), ¢ paacadan>0,
A_I — A‘Ifl A’I*l e Bn — A’I*l A‘Ifl )
A1—1 anl A1—1 0

Denote por M) a soma de todos os e ementos da matriz M. Prove que S( A:H) = S( A{H) , para
quaisquer n,k = 2.



