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8 DE NOVEMBRO DE 2003

PROBLEMA 1. [5 pontos]

Seja f,(x) =l0ogXx, o logaritmo natural de X.

Defina, paratodo Nn>0, f,.,(X)= jo f,(t)dt =lim j f (t)dt.
Prove que o limite abaixo existe e esta no intervalo [-1,0):

I|m—f ,(n).

PROBLEMA 2. [5 pontos]
Prove que se p(x) é um polinémio com coeficientes inteiros entdo existe n inteiro tal que p(n) tem

mais de 2003 fatores primos distintos.

PROBLEMA 3. [5 pontos]
Varias criangas estdo brincando de telefone sem fio. A crianga C, susurra trés palavras para a

crianca C,, que susurra o que ouviu para a crianga C, e assim por diante até uma mensagem chegar
a crianga C,. Cada uma das trés palavras tem exatamente uma "gémea" errada (por exemplo, as
palavras racdo e razdo sdo "gémeas" pois é muito facil confundi-las).

Cada crianca (i +1) tem probabilidade %de ouvir corretamente o que a crianca i falou, tem % de

probabilidade de trocar a primeira palavra dita pela crianga i pela sua "gémea”, % de probabilidade

de trocar a segunda palavra e % de probabilidade de trocar a terceira palavra (e portanto nunca

troca mais de uma palavra). Note que numa troca a mensagem pode ser acidentalmente corrigida.
Calcule a probabilidade de que a crianga C, ouga exatamente a mensagem original.

PROBLEMA 4. [5 pontos]
Uma familia A, A,,..., A de conjuntos é dita (a, b) uniforme se |A|=a, para todo ie{L..,n}e

|A A |=b paraquaisquer i # j, i,je{1...n}.
Prove que dados a,bexiste N, talquese n>N, e A, A, .., A ¢éuma familia (a,b)uniforme entdo




PROBLEMA 5. [7 pontos]
Seja zumaraiz da equagdo z"+a_ ,z"" +..+az+a,=0,0nde 0<a,,a,..,a,_, <k Prove que:

) Se Re z>0entdo |7 <1+k (onde Re zé a parte real de 2).
i) Re z<1+ 3k .

PROBLEMA 6. [7 pontos]
~1/2  f3/2 o} -1 0 0

Sejam A _ f/z 1/2 ol B=| 0 o -1| Prove que B*A*BA*B..A*B® #|,para

0 -1 0
100
quaisquer n>1, onde | =|{o 1 0| &<{08,i=12 ese{-11,1<i<n.
0 01

PROBLEMA 7. [8 pontos]

Prove que tan(z)=z= ze R, onde, para ze C, sen(z)=

eiz _ e—iz eiz +e
,€08(2) =

z




SOLUCAO DO PROBLEMA 1:
Podemos ver que f,(x) = x(logx-1), f,(x) = (1/2)x*(logx-3/2) e

f.(x) = (1/6)x*(log x —11/6) [Determinacéo dos f,, f,,e f, vale 1 ponto]
Em geral, podemos provar por inducédo que:
f.(x)= —x "(logx-H,) (1)

para todo |nte|ro n>0,onde H,=1+1/2+..+1/n=Y " 1/k € 0 assim chamado n-ésimo
numero harmdnico. De fato, (1) vale para n=0, e se ela é valida para n > 0, entdo

- (n+1)!
pois (d/dt)(/(n+)!t" (logt— H,,,) = (@/nHt"(logt —H ) = f,(t).
AIternativamente, inspecionando casos pequenos, vemos que
f.(x)= —x "(logx-C,) (2)

. 1
f =lim| ——t""*(logt — H
n+1(X) I ((n-l—l)' ( g

e—0

x"*(logx-H, ,),

para alguma constante C, que depende apenas de n. Observando que

. 1 1
fn+1(x) = al (Iogx Cn+1 m), (3)

temosque C,,, =C, +1/(n+1). Como C, =1, temosque C, = H,.

[Valor da determinacdo de (1): 3 pontos; 2 pontos se mostrar que f, se escreve como em (2),
mas néo conseguir determinar C,.]

Temos assim que

| | n
Nt my="x" (ogn-H, )=logn-H., 4)
n" n" n!

agora basta provar que lim___(logn- H ) existe e que este limite pertence a [-1,0). Temos

2—>Iogn>2— pois logn = %
k=1

-1

3

n-1

< 0.Além disso, logn — % é uma sequéncia decrescente.
k=1

[Existéncia e valor do limite: 2 pontos (1 ponto para existéncia e 1 ponto por provar que o limite
esta no intervalo dado no enunciado).]
Obs: Na verdade lim (logn—H,)=-y =-0,577..., onde y € a constante de Euler.

Portanto, para n>2 —-1<logn-

x|

=
]

1
. n-1
Assim, lim(logn -
N— oo

k=1

lim(logn-H )= Ilm(logn nz‘j%)e [-1,0).

n—oo

n-1

=0, segue que
N— oo k=1

x|
x||—\
3|H

)e [-1,0). Como Iim(i

x||—\

k=1



SOLUCAO DO PROBLEMA 2
Primeira Solugéo
Suponha que para todo ne Z, f(n)nunca tenha mais de 2003 fatores primos distintos. Tome

n, € Z talque f(n,) tenha a maior quantidade de fatores primos distintos, digamos j.

f(n,) =£p;*...pJ" =k [1 ponto]

Podemos supor n, = 0 (considerando g(n) = f (n-n,)).
Assim teremos:

f(x)=a,x"+...+ax +k.
Tomando x=wk?*= f(x)=k(modk?)
= f(x)=ak?+k = (ak + 1)k, para algum a inteiro.
Como mdc(a,,,,k) =1, Se (ak +1) # +1teremos que f (x) tera pelo menos um fator primo a mais.

Absurdo! [+3 pontos]
De fato, isso deve acontecer pois f (n) = +k admite no maximo 2nraizes enquanto x = wk?pode

assumir infinitos valores (we Z).[+1 ponto]

Segunda Solugéo

1-Seja S={p primo | p divide f(n) paraalgumne Z}

Se #S> 2003, podemos escolher primos distintos p,, p,,-..., P,oos € INtEIN0S a,,a,,..., 8y, tais que
valem as congruéncias f (a )= 0(mod p;) (para cada i)

Pelo teorema chinés dos restos podemos encontrar um x inteiro que resolva a todas as congruéncias
x=a (modp,).

Paratal xteremos p,p,,..., P.g | f (X). [2 pontos]

2- Suponha entdo que #S<2003. Seja A={me Z|m=0 ou p primo, pjm=> pe S}. Entdo
me A= m==xp"...p",S={p;,.... p,},r <2003.

Se me Ams<N = ¢ <log, N<log,N,Vi=|An[-N,N][<2(log, N + 1) +1, mas existe
c>0 tal que |[f(Z)n[-N,N]|>C¢N, onde d €é o grau de f, e como
1+ 2(log, N +1)®% < (log N)®* < C¢/N para todo N suficientemente grande, isso é um absurdo.
[+3 pontos]



SOLUCAO DO PROBLEMA 3

Sejam as 3 palavras: a,b,c e suas gémeas a',b',c".Identificamos as possiveis combinacfes de 3

palavras com os vertices de um cubo da seguinte forma:

A= (a,b,c) (sequéncia correta) B
B, =(a',b,c)

B, =(a,b’,c) ¢
B, =(a,b,c’)
C,=(a,b'c’)

B,

C,=(a',b,c’)
C,=(a'\b',c)

D =(a',b',c" o~

G

Bs

Podemos repensar o problema dizendo que a cada passo nos movimentamos uma aresta segundo as

probabilidades dadas.

Pela evidente simetria, as probabilidades de apds npassos, estarmos em B,, B, ou B, S&0 iguais, 0

mesmo valendo para C,,C,,C, .

Por isso, agrupamos os Vértices do cubo em 4 grupos.
A ; B={B,B,,B} ; C={C,,C,,C,};D. [1ponto]
Nosso diagrama de probabilidades seré:

A B C
1/2 12 12
1/6 :
A
C
A 76 D
12 13 c 13
B B

Definimos entdo:
A, = probabilidade de estarmos no grupo A ap0s n passos.

B,,C,, D, sdo definidos analogamente.
Temos entdo as recorréncias:

=
=
Q

a =—a_,+=b n
n 2 n-1 6 n-1 bn
bn = ian—l + ibn—l + lcn—l Cn
2 2 3 ou d
1 1 1 n
C,= gbn—l + Ecn—l + Edn—l
1 1
dn = Edn—l + gcn—l
[1 ponto]

12

12

1/2
1/2
| 0 1/3 172 1/2

0

1/6 0 0 a,,
1/2 13 0

0 16 1/2

Nosso objetivo é encontrar a, . Temos agora duas maneiras de terminar a soluc&o:



Primeira Solugéo: Segunda Solugéo:

, . [r,=a,+d, Queremos encontrar os autovalores de X. Seja
Defina para isso:
l,=b, +c, 10 0 1

Dai: v - N2101 1 0

1 1 20110
lh=>-Mhat _ln—l (1)

2 6 10 0 -1
I =%fn_1+g|n_1 (2) Temos Y '=YT =Y.

= 1/2 1/6 0 O
Substituindo (1) em (2), obtemos:

4 1 Y)(\(_1/25/600_x+0
1 = 3T =5 (21) o o wev2| |0 X
0 que juntamente com 0s casos iniciais 0 0 1/6 1/2
=, rn=12; r,=1/3; r,=10/36 Os autovalores de X, e X_ s&o claramente 1, 1/3
) n e 0, 2/3, respectivamente [+2 pontos
Nosda:r=£+Ei ASSi P *2p ]
" 4 4(3 SSim
Por outro lado, definindo: a, =V, +V, 1y +v, (0)" +v, 2Y
X,=a,—d, 3 3
y.=b —c, e alguns casos deixam claro que
1 3 1 3
Teremos: V==, V,=—, V,=—, Vv, =—. [+l ponto]
1 1 8 8 8 8
X, = E X1 T g Yn-1 (3)
1 1
Yo = E Xoa t g Yo (4)

Substituindo (3) em (4) encontramos:
X 4= 2 x. (para n>1, cuidado!!)

n+1 5
L o f2) (LYt
" 13 X 6 2
Conclusao:
1
a =—(r, +X
=500+ x,)

n n-1
=1+§ L 2 vn=>1.[+3 pontos]
8 8|3 4| 3

SOLUCAO DO PROBLEMA 4



Sejam a e b inteiros ndo-negativos. Se b=0, entdo é facil ver que podemos tomar

N,, =1.Suponha agora que b>1, e tome N, = a.(;j+ 2. Vamos provar que esta escolha de

N,, serve. Para tanto, suponha que temos A,..., A, uma familia (a,b) uniforme com n>N,,.
—1
Existe um conjunto B < A com |B|=b tal que para pelo menos (n-1)(§j indices j com

1< j<n, temos A n A =B. Sem perda de generalidade, podemos supor que isto vale para todo

—1
jcomic<j<i, =1+[(n—1)(zj }.Note que

(*) os conjuntos A, \ A com 1< j < j, sdo dois a dois disjuntos.
[3 pontos por fixar um conjunto e conseguir conjuntos satisfazendo (*).]

Se todo conjunto A com j,<k<nétalque A nA =B,entdo (A =B,e vale a conclusdo do
i=1

problema. Suponha agora que A n A = B paraalgum j,<k<n.

Entdo A n (A \A)=@ paratodo 1< j< j,. Entretanto, como vale (*) e j,-1>|A|=a,isto é

impossivel. Isto mostra que todo conjunto A com j,<k<nétal que A nA =B, de forma que

n

() A =B, e vale a conclusdo do problema. [2 pontos se deduzir a conclusdo de (*).]

i=1

SOLUCAO DO PROBLEMA 5
i) Seja R=|7|=+a?+ B>

& _o. Como Zua = Bnal@ = f) gy ) A0 g
z" z o+ p z o+ p

a a
Temos 1+L1+L22+...+
z z

Como temos Re( a”j +a”—33+...+3;)=_Re(1+ h)s ~1 [1 ponta],
VA VA VA VA
devemos ter em particular ‘a”—j++i; >1, mas
VA Z
a”—j+. +&_—2+—3+...+ gizzi.zlz. R___K__ Assim, devemos ter
z Z'["R® R R"™R*ZR' R* R-1 R(R-1)
Kk

mzl, ou seja, R(R-1)<k. Se R>1++/k, R-1>+ke R(R-1)>k@+k)>k,

absurdo. Assim, |z|= R <1+ +/k.[+2 pontos]

) Temos dois casos:
T\ 2 2 2 H
a) z=o+ Bi.a20,|p|<a. Nessecaso, Az - Pual@ =P 3, (@ —f —20P1) 540
z (@™ +B7) (@™ +B7)
a’-B?%) a :
Re a”j =( F) 2 >0. Assim, Re a”—53+...+3; =-Re 1+h+a”—;2 <-1
z (o + B?) z z z  z



donde 1<

a”—j‘+...+3;sls+...+LnsL3' R__ > K :
z R R" R® R-1 R*R-1)
R21+3k,R-12%k e R*(R-1) >k, absurdo. Assim, |z = R<1+ ¥/k.[1 ponto]

donde R*(R-1)<k. Se

b) z=o+ Bi, =0, |B|>a. Como zé€ raiz de P« z¢é raiz de P, podemos supor sem

perda de generalidade que B>a. Temos entdo |m(a”1)= B, <0 e

z a’+pB*?
|m(an;2)=—2aﬁ4an_2’ enquanto Re(ﬂ)z %, g6
z R

z o’ + f?
Re( a,_, j: (az _ﬁz)an*Z > (a2+ﬁ2)an’2 — —a, .,
v R* - R* R?
Assim, como
Gy 4R ,IRe Gay yH K e |Im Gay 4R SL,
z "l R*(R-)) z 2" ) R¥(R-1) z 2" | R(R-1

portanto temos

(*) a”’z2+ 5 K > Re 1+h >1¢€
R2  R2(R-1)

(**)ﬁz - lm(anl 4 2o jz Zanéiaﬁ . Supondo por absurdo que o >1+ %k, temos
- z z

R>a>1+ 3k €10g0 R2(R-1) > k.

De (*¥), Lelo 0, de (*), K K dondeﬁ 2(R—
(™)a,_, < 2B (R-D)’ go, de (*) 205[3(R—1)+R2(R—1)21’ " +2k 2 2R?(R-1),

< kR’ < kR?
T 2(R*(R-1)-k) T 2(R*(R-1)-k)
RZ=q%+ fB2>202, € a=21+%k, temos R>oa~2>1++2 3k,R2> 202> 2%k?,donde

e logo op Como a<fB, a?<af Como

: KR? _ k - k _ K <3k’ < o2, absurdo.
2(R*(R-1) - k) 2(R—1—F':2) of vz - X (2v2-1)%k
23/k?
[+3 pontos]
SOLUCAO DO PROBLEMA 6
172 0 -/3/2 1/2 0 /312
Temos Ap=|+3/2 0 1/2 |€AB=|-+/3/2 0 1/2 |[lponto]
0o -1 o0 0o -1 o0

Como B“A®BA%B..A%B® =| < A*BA%B..A*B=B%""“B e B%'%%¢{| B}, €& suficiente
mostrar que paratodo k >1,s,...,s, € {-1,1}, A*BA%B...A%B tem entradas irracionais para concluir
que B A%B...A%*B® = | (pois de fato as entradas de | e de B sdo todas inteiras).



[Conjecturar que A*B...A* B tem sempre entradas irracionais, para todo k >1,s,,...,s € {-13 :
2 pontos]

Para isso, vamos mostrar por inducdo que para todo k=>1,s,...,s €{-11},A%BA%B..A%B €

a, b+3 c/3

sempre da forma ik d 3 e f |onde a,c,d, e f sao inteiros impares e
’ 9,3 h, i,
b,.e,,g,.h, e i séo inteiros pares. Para IS0, seja
1/2 0 e/3/2 1 0 &3
AB=|_eJ3/2 0 1/2 |=%-ey3 o 1 | onde ee{-13. Temos entdo
0 -1 0 0 -2 0
a,—-3eb,  -2c,\/3 (ea, +b )3
ASIBASZB...ASkBASMB:% (d,—ee )3  -2f, 3d, +e [€ € facil ver que

(9, -€eh )3 -2i 3eg, +h,
a.,=a,—3b,c, =€a +b,d, =d —-ee e f  =3ed +e sdo0 inteiros impares enquanto

b..=-2c.e.,=-2f,0.,=9,-¢h,h,,=-2 ei, =3g,+h, sdointeiros pares. [+4 pontos]
SOLUCAO DO PROBLEMA 7
Seja z=a-hi, logo iz=b+ai. Queremos provar que b=0.
g?—e" ez -1 . 1+iz .
Temos z=tanz=————, donde ——-=iz, logo €*="-—= ou  seja,
i(€°+e™) e +1 g 1-iz’ J
o o .
eZb(cosza+isen2a)=1+b+a'_ _Lb ? +§a1. Assim, devemos ter (calculando normas)
1-b-ai @-b)*+a

w _ (1+b)? + a?

e (calculando argumentos) tan2a= iaz. [ 1 ponto]

C(1-b)?+ 1-b?
2
De &®— W temos e* -1= (1;;'%, donde, supondo por contradicdo que b=0,
2% .[ 1 ponto]
1+b)? +a? 4 (@-b)*+a? 2a 2a
Como €*= a+b)y +a e?=""_ " ¢ tan2a= = , podemos
(1-b)? +a? (1+b)? +a? 1-b*-a®> 1-(-b)*-a° P
supor sem perda de generalidade que b>0, e como
2a -2a .
tha_m@tan(—Za)_m, podemos supor sem perda de generalidade que
a>0.[+1 ponto].
4b
Temos entdo € >1+4b+=(4b)*, e logo a®= _A-bP=—t _(1-b)
() g e® 4b8b2()12b()

2 2
Se osbsl,temos a’<1- 3 =1<—. Se 1sbsi,temos a’< o 1—E =£<1,e
4 4) 16 2 4 2 1+2.} 2 12 2
4



se b> temos a’< 1 1 qualquer  caso, |a|g\/z<§<£’ donde
2 1 2 2 4 4
1+2'E
1-b*-a’
m= cos(2a) >0, donde a’+b? <1.[ +1 ponto]
- a

Notemos agora que

o2 (LB <b o 4D< (€ ~D(1- 20+ 207) e 14 20+ 207 < (1 20+ 207),

Se f(h)=1+2b+Afe g(b)=6(1—20+2b?), temos f(0)=1=g(0), f () =4b+2, g'(b) =6°(2—4o+87),
f'(b)=4, g"(b)=e®(4+320?), e logo f'(0)=2=g'0) e f"(b)< g"(b),vb=0, donde

f (b) < g(b),Vb=>0,elogo a*= —(1-b)? <b?. [ +1 ponto]

e* -1
Agora, se a=0, teremos e* :%,donde b<lmas (1-b)e* <1+b para todo b>0, pois se

f(x)=1-xe> e g(x)=1+x, temos f(0)=g0)=1f'(X)=@1-2x)e*,§'(x)=1 e logo
f(0)=§'0)=1, e f"(x)=4xe* <0=g§"(x),¥x=>0.Podemos portanto supor a>0. [ +1 ponto]
2a 2a sen2a 2a a
< > para

—— 2 >, pois a®<b’ mas tan2a= =
1-b*-a® 1-2a cos2a 1,2 1-2a
1—5(2a)

Assim, tan2a=

2 2
a>0, pois senx<x para x<0 e COSX+X721,VX20 (de fato, se h(x):cosx+x7,

h'(x) = x—senx>0,V¥x>0). Note que, como a?<b? e a’+b”*<1, temos 2a’<a?+b*<1. Isto da

2a > >tan2a> iz, 0 que é uma contradi¢do. [+2 pontos].
1-2a 1-2a

SEGUNDA SOLUCAO:
Vamos considerar separadamente as seguintes regioes:

A={z=a+bi|0< as%,bz o)

Bk:{z:a+bi|kn—%£ask7r+%},k>0.

Note que em cada regido B, ha uma solucéo real.



NN
///////

/

/

ido A: Seja f(z)=tanz—z Querem

Il
© <) o
BBBBB




onde o comportamento do arco AB € indicado pela série de Taylor de f, o de BC pelo

comportamento da fung&o real tangente, 0 arco CD pelo comportamento da fun¢éo perto do polo, o
arco DE pelo comportamento da fungdo coth, o arco EF pelo comportamento quando b>>0e 0
arco AF pelo comportamento da fungéo tanh.

Em todo caso, é claro que a curva f(y) da 0 voltas ao redor da origem donde f tem O raizes dentro

de y. [4 pontos]

Regiédo B, :
Seja C, ={z=a+h |kn—%£ask7r}e D, ={z=a+h |kn£ask7r+%}.

A imagem por tan da regido C, esta contida no segundo o terceiro quadrantes logo ndo ha pontos
fixos em C, . Basta verificar que a fung&o tan tem um Unico ponto fixo em D, . Seja y como abaixo; a
imagem por tan da curva y é como 7 na figura (0 arco AF da o comportamento perto do polo, 0s
arcos AB e EF vem do comportamento da fungéo cotanh, o arco CD do comportamento de tanh e
0s arcos BC e DEdo comportamento quando |b| >>0).Como 7 d& uma volta ao redor de y temos
exatamente um ponto fixo. [+3 pontos]




