XV IMC
Blagoevgrad, Bulgaria
Primeiro dia, 27 de julho de 2008

Duracao da prova: 5 horas

PROBLEMA 1
Achar todas as fungdes continuas f : R — R tais
que f(x)— f(y) é racional sempre que z—y é racional.

PROBLEMA 2
Seja P : R[X] — R um funcional linear tal que

P(f-g9) =0= P(f)- P(g) =0.
Prove que existem reais ¢, xy para os quais

P(f) = c- f(xo), V[ € R[X].

PROBLEMA 3
Sejam p € Z[X] e a1 < ag < -+ < ay, inteiros.

(a) Prove que existe a € Z tal que p(a) é miltiplo de
p(a;), para todo i = 1,2,... k.

(b) Prove ou disprove a seguinte afirmagao: para
quaisquer p € Z[X] e inteiros a1 < ag < -+ <
a, existe a € Z tal que p(a) é miltiplo de
p(a1)p(az) - plax).

PROBLEMA 4

Dizemos que uma tripla (ai,as,as) de reais nao-
negativos é melhor do que outra tripla (b, ba,b3) se
duas das trés desigualdades abaixo ocorrem:

ay > bl, as > bg, as > bs.

Dizemos que uma tripla (z,y,z) de reais nao-
negativos é especial se x +y + z = 1. Ache todos
os naturais n para os quais existe um conjunto S
de n triplas especiais tal que, para qualquer tripla
especial (z,y,2), existe uma tripla em S melhor do

que (z,y, z).

PROBLEMA 5
Existe um grupo finito G que possui um subgrupo
normal H para o qual [AutH| > |[AutG|?

Observagdo. |AutH| denota a quantidade de
automorfismos do grupo H e H é um subgrupo
normal de G se gHg™ ! = H, Vg € G.

PROBLEMA 6

Para cada permutagdo o = (i1,i2,...,7,) de
(1,2,...,n), defina
D(o) =Y lix — kl.

k=1

Seja Q(n,d) a quantidade de permutagbes o de
(1,2,...,n) tais que D(o) = d. Prove que se d > 2n,
entdo Q(n,d) é par.



XV IMC
Blagoevgrad, Bulgaria
Segundo dia, 28 de julho de 2008

Duracao da prova: 5 horas

PROBLEMA 1

Sejam k,n inteiros positivos tais que o polinémio
2% — 2% 41 divide >" 42" +1. Prove que 2 +2%+1
divide 2" + 2" + 1.

PROBLEMA 2

Duas elipses distintas sao dadas. Sabe-se que um dos
focos da primeira elipse coincide com um dos focos
da segunda. Prove que as elipses se intersectam em
no maximo dois pontos.

PROBLEMA 3
Prove que, para todo inteiro positivo n, 2%~ divide

) ( " ) 5,

0<k<n/2 2k+1

PROBLEMA 4

Sejam f,g € Z[X] polinémios nao-constantes tais
que g divide f em Z[X]. Prove que se o polindémio
f — 2008 tem pelo menos 81 raizes distintas, entao o
grau de g é maior do que 5.

PROBLEMA 5
Sejam n um inteiro positivo e A = (a;j)1<i,j<n Uma
matriz tal que

a;; = , sei+j é primo

1
0 , caso contrario.

Prove que |det A| = k? para algum inteiro k.

PROBLEMA 6

Seja H um espago de Hilbert (sobre R) de dimensao
infinita. Sejam também d > 0 e S um subconjunto
de H (ndo necessariamente enumerdvel) tal que a
distancia entre quaisquer dois pontos de S é igual
a d. Mostre que existe y € H para o qual

{\f(:cnyES}

forma um conjunto ortonormal de H.

Observagao. Um espago de Hilbert sobre R é um
espaco vetorial real dotado de um produto interno
para o qual o espago métrico induzido pelo produto
interno é completo.



