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Primeiro Dia

Problema 1

Em uma lousa, estdo escritos 0os nameros inteiros de 1 a 2014, inclusive. A operacao valida é escolher dois
numeros a e b, apagar eles e no seu lugar escrever o minimo maultiplo comum do par (a,b) e 0 maximo
divisor comum do par (a,b).

Mostre que, sem importar a quantidade de operacGes que sejam realizadas, a soma dos numeros que ficam
escritos na lousa sempre é maior que 2014-2%/2014!.

Problema 2

Um par de inteiros positivos (a,b) é chamado charrda se existe um inteiro positivo c tal que a+b+c
ea-b-csejam ambos quadrados perfeitos; caso ndo exista tal nimero c, o par é chamado nédo-charrda.

a) Mostre que existem infinitos pares ndo-charruas.
b) Mostre que existem infinitos inteiros positivos n para 0s quais o0 par (2, n) é charrGa.

Problema 3

Seja ABCD um retangulo, P um ponto exterior tal que o angulo BPC —90°e a 4rea do pentagono ABPCD é
igual a AB?.

Prove que é possivel dividir o pentagono ABPCD em trés pedacos através de cortes retos de tal modo que
com esses pedacos se pode construir um quadrado sem buracos e sem superposigéo.

Observacéo: Os pedagos podem girar e podem ser virados.
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Seqgundo Dia

Problema 4

Mostre que 0 nimero n® —2%*.2014n + 4" (20142 —1), com n natural, ndo pode ser primo.

Problema 5

Seja ABCD um quadrilatero inscrito em uma circunferéncia de centro O. Este ponto O esta no interior do

quadrilatero de modo que os angulos BAC =OISA sdo iguais. As diagonais desse quadrilatero se cortam no
ponto E. Por E sdo tracadas a reta r perpendicular a BC e a reta s perpendicular a AD. A reta r intersecta AD
em P e areta s intersecta BC em M. Seja N o ponto médio de EO.

Mostre que M, N e P sdo colineares.

Problema 6

Dada uma familia F de subconjuntos de S = {1, 2,..., n} (n>2), ajogada permitida é escolher dois conjuntos
disjuntos A e B de F e adicionar AUB a F (sem excluir nem A nem B).

Inicialmente, F possui exatamente todos o0s subconjuntos que contém apenas um elemento de S. O objetivo é
que, através de jogadas permitidas, F possua todos o0s subconjuntos de n—1 elementos de S.

Determine o menor numero de jogadas necessarias para alcancar o objetivo.

Observacdo: AU B € o conjunto formado por todos os elementos que pertencem a A, a B ou a ambos.



