XXIX Olimpiada Brasileira de Matematica
GABARITO Segunda Fase

Solugoes Nivel 1 — Segunda Fase - Parte A

CRITERIO DE CORREGAO: PARTE A

Na parte A serdo atribuidos 5 pontos para cada resposta correta e a pontuagdo maxima
para essa parte sera 30. NENHUM PONTO devera ser atribuido para respostas que nao
coincidirem com o gabarito oficial, abaixo:

Problema 01 02 03 04 05 06

Resposta 41

150 81 258 | 148 | 64

1.

[41] O nimero ¢ formado por blocos iguais, de 5 algarismos na forma “10100”. Como o
nimero tem 101 algarismos, concluimos que ¢ formado por 20 desses blocos inteiros
mais o primeiro algarismo de um bloco, que ¢ 1. A soma dos algarismos de cada bloco
¢1+0+1+0+0=2, portanto a soma dos algarismos de N¢é 20x2+1=41.

[150] O desenho abaixo & esquerda mostra como fica a folha apés a primeira dobra. A
direita, mostra como fica a folha apos as duas dobras.
c B A=C

Bigop |

-n

D A

Observamos que CE = EA e que CF = FA. Por uma propriedade da dobra, sabemos que
o segmento FE ¢ perpendicular ao segmento AC e esses segmentos se cruzam em seus
pontos médios. Portanto, os quatro tridngulos que compdem o quadriladtero AECF sdo
congruentes; sdo congruentes também os triangulos EBC e FDA. Portanto, a dobra FE
divide o retangulo ABCD em dois trapézios, EBCF B c B
e AEFD, de mesma area. Desdobrando inteiramente
a folha, obtemos duas metades iguais. Portanto, a
area do pentdgono convexo BEFE’'B’ ¢ igual a area FE < S
do pentagono nao convexo A4 ’E’FE, ou seja, a area N -~
da parte escura ¢ metade da area da folha, portanto . e

15x20 =150 cm’.

igual a
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3.

[81] Pelo padrao observado, as somas sdo iguais ao quadrado da parcela central (aquela
cujo numero de parcelas a esquerda ¢ igual ao nimero de parcelas a direita).
A 2007

2
Portanto, 4 =2007" e, assim, > = = ( 2007) =92 -81.
223 223 223

[258] O retangulo que sobra apos os cortes tem lados iguais as metades dos lados da
cartolina original, cujo perimetro, entdo, ¢ o dobro do perimetro desse retangulo. Logo,
o perimetro da cartolina antes do corte ¢ 129x2 =258 cm.

[148] O volume de cada bloco de madeira ¢ 0,2x0,3x1,60=0,096 m’; o volume de
cada bloco que fica submerso no liquido é 0,80x0,096 m’. O volume de liquido

deslocado pelos 25 blocos ¢ igual a 25x0,80x 0,096 =1,92 m’. Como o reservatorio é

um cubo de 2 m de lado,
sua base ¢ um quadrado de |
: : S

area 4 m’. Podemos pensar ' /
, . . _'_' ) = 1 o | ')‘,

no liquido deslocado como 5 AN Y. /

se fosse um bloco cuja base AL\ T T/

¢ igual a base do f'I AR\ 4

reservatorio, de altura 4 e
volume acima.

1,92

Portanto 47 =192 < h= =0,48 m =48 cm. Como a altura inicial do liquido era

100 cm, a nova altura sera 148 cm.

[64] A primeira inspe¢io, podemos admitir que os trés algarismos a direita de todos os
numeros estdo corretos, isto €, estdo corretamente escritos os algarismos 0, 1, 3,4, 5, 6
e 8. Portanto, dentre os algarismos 2, 7 ¢ 9, um deles esta escrito incorretamente. O 9
estd escrito corretamente, pois se 0 mudarmos, a soma com 2 ndo estara certa. Logo ou
2 ou 7 esta errado. Se o 7 estiver errado, entdo 2 estara correto, mas isso nao ¢ possivel
pois a soma de 2 com 4 mais 1 ndo estaria certa. Logo, o 2

¢ que deve ser substituido; olhando novamente a soma de 2 746586
com 4 mais | resultando 1 vemos que o resultado s6 dara 869430
certo se no lugar de 2 colocarmos 6. Fazendo a
substituicdo, verificamos que o resto se encaixa. Teremos, 1616016

entdo, a’ =2°=64.
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Solugées Nivel 1 — Segunda Fase - Parte B

1. Temos m(FMC )= m(AMD) (angulos opostos pelo vértice), F
m(ADM ) = m(F' cM ) (pois ABCD ¢ quadrado, logo esses angulos

sdo retos) e MC = MD (pois M ¢ ponto médio de CD). Logo, os
triangulos AMD e FMC sdo congruentes.

a) Vemos que a area AABF = area AFMC + area ABCM .
Como area AFMC = area AAMD , temos:
area AABF = area AAMD + area ABCM = 4rea do quadrado ABCD =300 cm’.
b) area AADF = area AAMD + drea ADMF = é4rea AFMC + area ADMF = area AFCD

Como AD = FC, CD ¢ lado comum e os angulos C e D sio retos, concluimos que o0s

. area ABCD
triangulos FCD e ADC sdo congruentes, logoarea AFCD = area AADC = area ABCD .

Portanto, a area do triangulo ADF ¢ igual a l;() =150 cm®.

CRITERIO DE CORRECAO:
Item a) [5 pontos]
e Mostrou que a area AABF = area AFMC + area ABCM : |3 pontos]
e Concluiu que a area AABF = area AAMD + area ABCM = area ABCD: |2 pontos]
Item b) [S pontos]
e Mostrou que a area AADF =area AFCD : |2 pontos]
) , , area ABCD
e Concluiu que a area AFCD = area AADC = - : [2 pontos]

e Finalizou corretamente, e obteve area do tridngulo ADF Zg =150 cm’: [1 ponto]

As pontuagdes a seguir ndo se acumulam com as demais nem entre si.
¢ Provou que triangulos AMD e FMC sdo congruentes: [2 pontos]
Observagdo. o aluno ndo perde ponto se nao colocar ou errar a unidade de area.

2. Dadas as massas de 1 a 6, podemos adicionar 1 a 6, 2 a 6, etc, até obter todos os pesos
de 7 a 11; podemos adicionar 1 + 5a 6,2 + 5 a 6, etc, até obter todos os pesos de 12 a
15; podemos adicionar 1 +4 + 5 a 6, etc, obtendo os pesos de 16 a 18; somando 1 + 3 +
4+ 5 a6 obtemos 19;2 +3 +4 + 5 a 6 obtemos 20 e, finalmente, somando 1 +2 + 3 +
4 + 5 a 6 obtemos 21. Portanto, a quantidade de massas diferentes que Esmeralda pode
obter € 21.
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CRITERIO DE CORRECAO:

e Mostrou uma maneira de organizar e obter as 5 somas com duas massas: [1 ponto]

e Mostrou uma maneira de organizar e obter as 5 somas com 2 massas ¢ as 4 somas com 3
massas: [4 pontos]

e Mostrou uma maneira de organizar e obter as 5 somas com 2 massas, as 4 somas com 3
massas € as 3 somas com 4 massas: [6 pontos]

e Mostrou uma maneira de organizar e obter as 5 somas com 2 massas, as 4 somas com 3
massas, as 3 somas com 4 massas ¢ as 2 somas com 5 massas: [8 pontos]

e Mostrou uma maneira de organizar e obter as 21 somas: [10 pontos]

As pontuagdes a seguir ndo se acumulam com as demais nem entre si.

¢ Mostrou uma maneira de organizar e obter as 5 somas com duas massas: [1 ponto]
e Mostrou uma maneira de organizar e obter as 4 somas com 3 massas: [2 pontos]

e Mostrou uma maneira de organizar e obter as 3 somas com 4 massas: [2 pontos]

e Mostrou uma maneira de organizar e obter as 2 somas com 5 massas: [2 pontos]

3. Pode-se concluir, examinando a tabela, que a soma dos elementos da diagonal # ¢ igual
a2n + (n — 1)k, onde k ¢ o algarismo das unidades do ntimero n. Por exemplo, na

diagonal de numero 4 a soma dos nimeros ¢ 2-4+ (4 —1) -4=20, na diagonal de
ntmero 10 a soma dos niimeros é 2-10+(10—-1)-0 =20 etc.
a) Na diagonal de nimero 9, a soma dos elementos ¢ 2-9+ (9 - 1) :9=90. De outra forma,

na diagonal 9 h4 10 ntimeros 9; portanto a soma ¢ 10-9=90.
b) Na diagonal 2007 a soma sera 2-2007 + (2007 - 1) -7=4014+14042 =18056.

O resto da divisao desse nimero por 100 ¢ 56.

CRITERIO DE CORRECAO:
Item a) [3 pontos]
e Mostrou que a soma dos elementos ¢ 2-9 + (9 - 1) -9=90: [3 pontos]

e Qualquer valor diferente de 90: [0 ponto]

Item b) [7 pontos]

e Percebeu que os elementos que ndo estdo nas pontas da diagonal 2007 sao todos 7: [3
pontos]

e Mostrou que a soma dos elementos da diagonal 2007 é 2-2007 +2006-7 : [3 pontos]
¢ Concluiu que a soma dos elementos na diagonal 2007 ¢ 18056: [1 pontos]

¢ Disse que a soma dos elementos da diagonal 2007 ¢ 2008 vezes 2007: [0 ponto]

As pontuagdes a seguir ndo se acumulam com as demais nem entre si.

e Percebeu que os elementos que ndo estdo nas pontas da diagonal n sdo o algarismo da
unidade do numero z: [2 pontos]

e Mostrou, de alguma forma, que a soma dos elementos da diagonal n é 2n+(n—1)k: [4
pontos]
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