36ª Olimpíada Brasileira de Matemática

GABARITO Segunda Fase

Soluções Nível 1 – Segunda Fase – Parte A
CRITÉRIO DE CORREÇÃO: PARTE A
Na parte A serão atribuídos 5 pontos para cada resposta correta e a pontuação máxima para essa parte será 30. NENHUM PONTO deverá ser atribuído para respostas que não coincidirem com o gabarito oficial, abaixo:

	Problema
	01
	02
	03
	04
	05
	06

	Resposta
	6
	45
	6
	96
	33
	39


01. [Resposta: 6]

Note que a sequência segue o padrão [image: image2.png]10-5-12-6—-3-210-5-12-56—-3-210—=-5->




 , repetindo-o a cada [image: image4.png]


 números. Sabendo que [image: image6.png]2014



 deixa resto [image: image8.png]


 na divisão por [image: image10.png]


, o [image: image12.png]2014°



 número será igual ao [image: image14.png]


 número da sequência, que é [image: image16.png]


.

02. [Resposta: 45]

Vamos considerar a ordem de altura das crianças do menor para o maior, chamando o menor de [image: image18.png]


, o segundo menor de [image: image20.png]


, e seguimos até chamar o maior de [image: image22.png]10



. Temos então [image: image24.png](1,2,

,10)



.
Em cada troca, um número à direita de outro passa à esquerda desse número. Então, podemos contar que o número de trocas feitas é pelo menos o número de passadas da direita para a esquerda que devem acontecer. O [image: image26.png]10



 deve passar [image: image28.png]


 vezes, cada um dos números de [image: image30.png]


 a [image: image32.png]


. O número [image: image34.png]


 deve passar [image: image36.png]


 vezes, e assim por diante. Portanto podemos concluir que o número de trocas é pelo menos [image: image38.png]


.
De fato, podemos fazer com essa quantidade de trocas se fizermos o [image: image40.png]10



 trocar [image: image42.png]


 vezes para a esquerda, em seguida o [image: image44.png]


 trocar [image: image46.png]


 vezes para a esquerda, seguindo até que o [image: image48.png]


 troca uma vez para a esquerda.
03. [Resposta: 6]

A menor soma possível de três números inteiros diferentes maiores que zero é [image: image50.png]1+2+




. Portanto, se conseguirmos colocar [image: image52.png]


, [image: image54.png]


 e [image: image56.png]


 nas casas destacadas, essa soma será a menor possível. E tal situação é possível como no exemplo a seguir.
[image: image57.png]



Note que a linha e coluna do [image: image59.png]


 somam 20, a linha e coluna do [image: image61.png]


 somam [image: image63.png]17



 e, finalmente, a linha e coluna do [image: image65.png]


 somam [image: image67.png]20



. 

04. [Resposta: 96] 
Como é possível coincidir CN com AD, temos CN = AD = 8 cm. Logo o retângulo ABCD tem lados AD = 8 cm e AB = AM + MB = 4 + 8, ou seja, AB = 12 cm. Portanto a área do retângulo ABCD é 8 ∙ 12 = 96 cm2.
05. [Resposta: 33] 

Observe que o conjunto [image: image69.png]


, com [image: image71.png]a<bh



, satisfaz a propriedade quando:
[image: image72.png]a+b=2(b—a)2a+b=2b—2a<3a





Desse modo, podemos notar que os conjuntos são [image: image74.png]{1,3},{2,6},{3,9},




.
Veja que se tomássemos [image: image76.png]a>=34=b=>3-34=102> 100



. Concluímos, portanto, que existem [image: image78.png]33



 conjuntos com essa propriedade e tendo dois números menores que [image: image80.png]100



.

06. [Resposta: 39]

Observe que a maior soma possível de quatro números de [image: image82.png]


 a [image: image84.png]


 é [image: image86.png]9+8+7+

30



.
Então, observando o canto superior esquerdo, sabemos que o número do centro é no mínimo [image: image88.png]


. Observando os números do canto inferior direito, vemos que a menor soma possível deles é [image: image90.png]6+1+2+

12



.
Tomamos o número do centro [image: image92.png]


 e dos bordos [image: image94.png]


, [image: image96.png]


 e [image: image98.png]


. Isso é suficiente para determinar o elemento central, que só pode ser [image: image100.png]


. E para determinar a soma da borda, basta calcular

[image: image101.png]1+2+3+4+5+7+8+

39




Com isso já temos a resposta do problema e note que podemos completar o tabuleiro usando tal proposta.
[image: image102.png]o
o





Soluções Nível 1 – Segunda Fase – Parte B
PROBLEMA 1:

a) O menor inteiro positivo com essas características é o [image: image104.png]


. 

Observação: se o aluno interpretar que “soma dos algarismos” implica ter dois ou mais algarismos, a resposta seria [image: image106.png]12



, que será considerada de acordo com o critério a seguir.
b) O maior número que não possui algarismos repetidos é [image: image108.png]9876543210



.
Mas a soma dos algarismos desse número é [image: image110.png]1+2+-+9




 que não é primo. Então devemos excluir pelo menos um dígito desse número. O maior primo menor que [image: image112.png]45



 é [image: image114.png]43



, portanto devemos excluir o [image: image116.png]


 e obtemos [image: image118.png]987654310



.
Esse número é o maior número com as três características. 

Observe que excluir mais que um algarismo resulta em um número com menos algarismos e, portanto, menor. 
CRITÉRIO DE CORREÇÃO:

( Item a: [3 pontos]
( Resposta 2. [3 pontos]
( Item b: [7 pontos]
( Escrever o número 9876543210 [2 pontos]

( Observar que a soma dos dígitos é 45 que não é primo [+2 pontos]

( Retirar o algarismo 2 e obter 987654310 [+3 pontos]

Pontuações não acumulativas: (as pontuações abaixo não podem ser somadas com as pontuações dos itens anteriores)

( Para o item a, resposta 12. [2 pontos]
( Para o item a, qualquer resposta diferente de 2 e de 12. [0 ponto]
( Para o item b, escrever 987654310 sem justificativa. [3 pontos]
PROBLEMA 2:
a) Por simetria, notamos que ED = 12 cm, portanto o lado do quadrado ABCD é 16+12 = 28 cm, consequentemente sua área é 28 ∙ 28 = 784 cm2.

b) Pelo teorema de Pitágoras aplicado ao triângulo AEF, temos: 
EF 2 = AE 2 + AF 2=122 + 162[image: image120.png]


   EF 2 = 144+256 = 400 [image: image122.png]


 EF = 20 cm

Então a área do quadrado EFGH é 20 ∙ 20 = 400 cm2.

c) Seja [image: image124.png]MNPQ



 o quadrado cinza interior e seja [image: image126.png]


 o comprimento do seu lado. 
[image: image127.png]



Veja que os ângulos [image: image129.png]


, pelos ângulos do quadrado [image: image131.png]MNPQ



, logo os triângulos [image: image133.png]GOK



 e [image: image135.png]GPH



 são semelhantes, e como [image: image137.png]


 é ponto médio a proporção é de [image: image139.png]


. Logo, [image: image141.png]


. Por simetria, todos os outros pedaços análogos serão [image: image143.png]


, então o quadrado [image: image145.png]EFGH



 foi dividido em um quadrado [image: image147.png]MNPQ



 e [image: image149.png]


 triângulos retângulos de catetos [image: image151.png]


 e [image: image153.png]


. Temos:

[image: image154.png][EFGH] = [MNPQ] + 4.[GPH] & 400




Então a área do quadrado [image: image156.png]MNPQ



 é 80 cm2.
CRITÉRIO DE CORREÇÃO:
( Item a: [3 pontos]

( Calcular o lado do quadrado ABCD igual a 28 cm. [2 pontos]
( Calcular corretamente a área do quadrado ABCD igual a 784 cm2. [+1 ponto]
( Item b: [3 pontos]
( Calcular o lado do quadrado EFGH igual a 20 cm. [2 pontos]
( Calcular corretamente a área do quadrado EFGH igual a 400 cm2. [+1 ponto]

( Item c: [4 pontos]
( [image: image158.png]GOK



 e [image: image160.png]GPH



 são semelhantes [2 pontos]

( Observar que o quadrado EFGH é dividido por quatro triângulos congruentes e o quadrado cinza [1 ponto]

( Calcular corretamente a área do quadrado igual a 80 cm2. [+1 ponto]

Pontuações não acumulativas: (as pontuações abaixo não podem ser somadas com as pontuações dos itens anteriores)
( Para o item a, escrever 784 cm2 sem justificativa. [1 ponto]

( Para o item b, escrever 400 cm2 sem justificativa. [1 ponto]

( Para o item c, escrever 80 cm2 sem justificativa. [1 ponto]

( Para o item c, escrever 80 cm2 usando como justificativa as divisões de quadradinhos sugerida na figura do problema, mas sem demonstração formal. [3 pontos]
PROBLEMA 3:

a) Não podemos dividir ([image: image162.png]


 por [image: image164.png]


, logo o primeiro sinal só pode ser [image: image166.png]


. 

Note que o resultado não será inteiro quando o terceiro sinal for [image: image168.png]


 e o segundo não for [image: image170.png]


 nem [image: image172.png]


, para esses dois sinais a divisão seria [image: image174.png]


. Então temos:

Se o primeiro sinal for [image: image176.png]


:

[image: image177.png]2+0+1+





[image: image178.png]2+0-1+





Se o primeiro sinal for [image: image180.png]


 , o caso é análogo.

Se o primeiro sinal for [image: image182.png]


, temos:

[image: image183.png]



[image: image184.png]



Concluímos, portanto, que [image: image186.png]


 resultados não são inteiros. 

b) Basta contar que temos [image: image188.png]


 maneiras de escolher o primeiro sinal, [image: image190.png]


 maneiras de colocar o segundo e [image: image192.png]


 maneiras de escolher o terceiro, ou seja, [image: image194.png]


 maneiras.
c) Vamos analisar casos para organizar os resultados. 
Se o primeiro sinal for [image: image196.png]


. 

· Se o segundo sinal for [image: image198.png]


 ou [image: image200.png]



· Se o terceiro sinal for [image: image202.png]


 ou [image: image204.png]


, resulta em [image: image206.png]


.

· Se o terceiro sinal for [image: image208.png]


, resulta em [image: image210.png]


.

· Se o terceiro sinal for [image: image212.png]


, resulta em [image: image214.png]


.

· Se o segundo sinal for [image: image216.png]


.

· Se o terceiro for [image: image218.png]


 temos [image: image220.png]2x0+ 1+




.

· Se o terceiro for [image: image222.png]


 temos [image: image224.png]2x0+1—




.

· Se o terceiro for [image: image226.png]


 temos [image: image228.png]2X0+1+4 =
b



.

· Se o terceiro for [image: image230.png]


 temos [image: image232.png]2x0+1x




.

· Se o segundo sinal for [image: image234.png]


.

· Se o terceiro for [image: image236.png]


 temos [image: image238.png]2x0—1+




.

· Se o terceiro for [image: image240.png]


 temos [image: image242.png]2x0—1—




.

· Se o terceiro for [image: image244.png]


 temos [image: image246.png]


.

· Se o terceiro for [image: image248.png]


 temos [image: image250.png]2x0—1x




.

Se o primeiro sinal for [image: image252.png]


. 

· Se o segundo sinal for [image: image254.png]


 ou [image: image256.png]



· Se o terceiro sinal for [image: image258.png]


 ou [image: image260.png]


, resulta em [image: image262.png]


.

· Se o terceiro sinal for [image: image264.png]


, resulta em [image: image266.png]


.

· Se o terceiro sinal for [image: image268.png]


, resulta em [image: image270.png]


.

· Se o segundo sinal for [image: image272.png]


.

· Se o terceiro for [image: image274.png]


 temos [image: image276.png]2+0+1+




.

· Se o terceiro for [image: image278.png]


 temos [image: image280.png]2+0+1—




.

· Se o terceiro for [image: image282.png]


 temos [image: image284.png]


.

· Se o terceiro for [image: image286.png]


 temos [image: image288.png]2+0+1x




.

· Se o segundo sinal for [image: image290.png]


.

· Se o terceiro for [image: image292.png]


 temos [image: image294.png]2+0—-1+




.

· Se o terceiro for [image: image296.png]


 temos [image: image298.png]2+0—-1—




.

· Se o terceiro for [image: image300.png]


 temos [image: image302.png]


.

· Se o terceiro for [image: image304.png]


 temos [image: image306.png]2+0—-1x.




.

Se o primeiro sinal for [image: image308.png]


, temos exatamente os mesmos resultados que tivemos com [image: image310.png]


, pois sabemos que [image: image312.png]2+0_1_4



 e [image: image314.png]—0_1_4



 têm as mesmas possibilidades de resultados.
Então os resultados são: [image: image316.png](-5,-4,-3,-2,-1,—7,0,

20,5,7,2,-,3,456,7)
05527



. Vemos um total de [image: image318.png]16



 resultados diferentes possíveis.
CRITÉRIO DE CORREÇÃO:

( Item a: [3 pontos]

( Afirmar que os resultados não são inteiros quando ocorre [image: image320.png]


. [2 pontos]
( Afirmar que isso gera quatro resultados diferentes. [+1 ponto]

( Item b: [3 pontos]
( Afirmar que podemos colocar os sinais de 3, 4 e 4 maneiras, respectivamente. [2 pontos]
( Multiplicar e concluir 48 maneiras no total. [+1 ponto]

( Item c: [4 pontos]
( Se o primeiro sinal for [image: image322.png]


 [2 pontos]

( Se o primeiro sinal for [image: image324.png]


 (ou [image: image326.png]


, se o aluno fizer qualquer um deles). [1 ponto]

( Afirmar que se o primeiro sinal for [image: image328.png]


 é análogo (ou se for [image: image330.png]


 caso o aluno faça o outro caso). [+1 ponto]

Pontuações não acumulativas: (as pontuações abaixo não podem ser somadas com as pontuações dos itens anteriores)

( Para o item a, escrever 4 sem justificativa. [1 ponto]

( Para o item b, escrever 48 sem justificativa. [1 ponto]

( Para o item c, escrever 16 sem justificativa. [1 ponto]

( Para o item c, escrever 16 e mostrar como obter cada um deles [3 pontos]
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