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1. Funcbes Geratrizes e Sequéncias

01. Utilizando funcGes geratrizes, encontre "formulas fechadas" para as seguintes sequéncias:
(@ F,=0,F,=LF,,=F,, +F, para n>0 (Sequéncia de Fibonacci)
(b) t, =t, =1t,,, =—2t,,, —4t, para n>0
(©) Po=p,=1p, =0 p,s=7p,,—6p, paratodo n>0
d) yo=1,y, =ay,—, +b™,n > 1 (ae b sdo constantes).
€ ap=1,a, =2a,_; +npran=>1.
(f) bo =2,by = 6,b; =17,b3 = 30,bp44 = 3bny3 — bnyz — 3bnys + 2Dy
02. (a) Parar € N, seja a, = L (er). Mostre que a funcgdo geratriz para a sequéncia (a,.) é
dada por (1 — x)~1/2,
(b) Usando que (1 —x)~* = (1 —x)~2.(1 — x)~/2, prove que, paran € N:

> (). H) =

k=0
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03. Prove que, param,n € N:
n

2 )=

r=1
04. Demonstre que, para todos k, m,n € N:
(DGZ)=C"")
05. Demonstre que, para todos os numeros a4, a,, ..., a,, by, by, ..., b, € N:

2AGDE) -Gl =G T b )

Onde o somatorio e considerado sobre todas as solugdes (x4, x5, ..., x,) dex; + x, + -+ +
Xp = by + by + -+ by,
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06. Calcule o valor da soma:

(o) =)+ () =+ 0m ()

07. Simplifique a expresséo abaixo:

(o) + ("3 )+ () e+ (")

08. Sendo F, a sequéncia de Fibonacci, demonstre que:

@R =)+ (7))
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(b) (:JFO +(nn—1JF1 +[ni2]':2 +...+(8]Fn =F,,

(a) Mostre que o numero de triangulagdes Tn (por diagonais que ndo se interceptam fora
dos vértices) de um poligono convexo de n vértices satisfaz T, = 1 e paran = 2:

To =TT, +T3T, +...+ T, T,

n+1

1(14><)1’2

(b) Prove que T(x) =T, + Tox + T, x> +. 5
X

c) Mostre que T, = 1 [2"=2) Nameros de Catalan).
N 1{ n-1
n — —

Considere a sequéncia ay, a,, a,, ... definida por ap = 0, a; = /3 e, paran > 1:

m(aga, + a1a,—1 + aya,_5 + -+ a,ag)
a =
mH 3(n+1)

Calcule:

Kk a, das
—=a —+—+—+m
Z:k 0 4 ' 8

2. Modelagem Combinatoria, Particdes

Um candidato presta um exame de 4 provas. Cada prova tem no maximo m pontos, e cada

prova pode ter uma pontuacdo inteira positiva. Mostre que numero de maneiras de se

obter um total de 2m pontos é (m”)(z”; +4m+3)

Prove que o conjunto de sequéncias binérias (isto é, sequéncias formadas apenas com

zeros e uns) de comprimento n que contém exatamente m ocorréncias do tipo 01 é igual
n+1

2 (4 1)

(Putnam 2000) Seja S, um conjunto finito de inteiros positivos. Definimos 0s conjuntos

Si1, S5, ... de inteiros positivos como segue: o inteiro a esta em S, Se, € somente se,

exatamente um dentre a — 1 ou a estd em S,,. Mostre que existem infinitos inteiros N para

os quais Sy = Sy U{N + ala € S}.

Para um dado inteiro n > 1, duas n-uplas distintas de inteiros (ay;a,;...;a,) €

(by; by; ... ; by) tais que as sequéncias de somas:

a; +a,; a; +as;..;a,_1+a,

by + by; by + bs; ...;by_1 + by,
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Coincidem a menos de uma permutacdo. Mostre que n é uma poténcia de 2.

Sejam ay, a4, a,, ... Uma sequéncia crescente de inteiros ndo negativos, de tal modo que
todo inteiro ndo negativo pode ser expresso unicamente na forma a; + 2a; + 4ay onde i,
J e k sdo ndo necessariamente distintos. Determine a,qqg.

Prove que o numero de particbes de n em que apenas as partes impares podem ser
repetidas € igual ao numero de parti¢cbes de n em que nenhuma parte aparece mais do que
trés vezes.

Para cada nimero n, seja f (n) a quantidade de maneiras em que Se pode expressar n como
soma de nimeros iguais a 1, 3 ou 4, onde a ordem das parcelas importa. Por exemplo,
f(4) = 4, pois todas as maneiras possiveis so:

4=3+1=1+3=1+1+1+1

Demonstrar que se n é par, f(n) é um quadrado perfeito.
Prove que o nimero de particdes de n em que cada parte aparece 2, 3 ou 5 vezes é 0
mesmo numero de particdes de n em que cada parte pertence ao conjunto

P={neN|n=2,3,690u 10 (mod 12)}

Mostre que o numero total de 1's nas particdes de n é igual a soma dos nimeros de partes
distintas em cada particdo de n.

Se p(n) é o nimero de particdes de n, prove que p(n) —p(n—1) € o numero de
particbes de n onde cada parte é estritamente maior que 1.

3. Tabuleiros, Complexos e Raizes da Unidade

Um trimind é um retangulo 3 x 1 (ou 1 x 3, bastando para isso rotacionar a peca 3 x 1).
Um monomino é um Unico quadrado 1 x 1. Determine o0 numero de maneiras de se cobrir
um tabuleiro 8 x 8 usando 21 triminds e 1 monomino.

Sejam m e n inteiros positivos. Suponha que um dado retdngulo pode ser coberto por uma
combinacédo de pecas horizontais 1 X m e pecas verticais n X 1. Prove que ele pode ser
coberto usando somente um dos dois tipos.

Maria possui uma barra de chocolate mxn dividida em quadradinhos 1x1. Ela deseja
marcar cada uma das casinhas usando o seguinte instrumento de marcacao:

A peca pode ser usada na horizontal ou na vertical. Ela marca duas casas deixando entre
elas duas casas com distancia d — 1 sem serem alteradas e ndo é permitido marcar um
quadradinho mais que uma vez. Para que valores de m, n e d é possivel fazer a marcacao
de todas os quadradinhos seguindo estas condicdes.

Obs: Exemplo de marcacdo com d = 3, usando uma vez na vertical e uma na horizontal.
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Um L-trominé é obtido retirando o quadrado inferior direito de um quadrado 2x2. De
guantas maneiras podemos colocar k pecas L-trominds em um tabuleiro 3xn? Né&o é
permitido rotacGes sem sobreposic¢es dos trominos.

Um L-tromino é obtido retirando o quadrado inferior direito de um quadrado 2x2. De
guantas maneiras podemos colocar k pecas L-trominds em um tabuleiro 3xn? Né&o é
permitido rotacfes sem sobreposi¢des dos trominos.

Encontre o numero de subconjuntos de {1,2,3,...,2000} tal que a soma dos seus
elementos é divisivel por 5.

Seja p um primo impar. Encontre o nimero de subconjuntos de {1; 2; ...; p} com a soma
de seus elementos divisivel por p.

A sequéncia finita a4, a,, ..., a,, € chamada p-balanceada se qualquer soma da forma
ax + Qgip + Agizp + - € @ mesma para qualquer k = 1,2,...,p. Prove que se a
sequéncia com 50 membros é p-balanceada para p = 3;5; 7; 11; 13; 17 entdo todos estes
ndmeros sdo iguais a zero.

(IMO/1995) Seja p um primo impar. Encontre o nimero de subconjuntos A do conjunto
{1,2, ...,2p}, tais que:

1. A tem exatamente p elementos;

2. A soma de todos os elementos de A é divisivel por p.

Seja H; um poligono de p lados, sendo p primo. A sequéncia de poligonos Hy, H, ..., H,
é construida da seguinte maneira: dado o poligono Hy, H;., € obtido refletindo cada
vertice de H;, em relacdo ao seu k-ésimo vértice vizinho, contando no sentido anti-horario.
Prove que H, e H,, sdo poligonos semelhantes.

Considere o conjunto A = {1,2, ...,2015}. Pinte cada nimero do conjunto A com uma das

trés cores: verde, amarelo ou azul. Defina 0s conjuntos:

Ay ={(x,y,z) € A| x,y,z possuem a mesma cor e 2015|(x +y + z)}
A, ={(x,vy,2z) € A|x,y,z possuem trés cores distintas e 2015|(x + y + z)}.

Prove que 2|4,| > |A4,]|.

Para um inteiro positivo n, denote por S(n) o numero de escolhas de sinais + ou - de
modo que +1 + 2 + --- + n = 0. Prove que:

21

f cos(t) cos(2t) ...cos(nt) dt

0

n-—1

S(n) =



