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Treinamento Cone Sul

1.1 Teoria dos NUmeros

Vamos listar agora uma série de propriedades da aritmética modular. Todas essas propriedades podem ser
demonstradas facilmente a partir da defini¢ao. Por esse motivo, deixaremos as provas como exercicio.

(1) a = a (mod m) e ab = ba (mod m).

(ii) a = b (mod m), entdo b = a (mod m).
(iii) Se a = b (mod m) e b = ¢ (mod m), entdo a = ¢ (mod m).
(iv) a+ x = b+ x (mod m) se e somente se a = b (mod m).
(v) axz = bz (mod m) e mdc(x, m)=1, entdo a = b (mod m).
(vi) Se a = b (mod m), entdo a* = b* (mod m).

Problema 1. (Sdo Petersburgo 1998) Em quantos zeros pode terminar o nimero 1" + 2" + 3" 4 4", onde
n € N.

Problema 2. Mostre que 19 - 8" + 17 é composto para todo n natural.

1.2 Principio da Casa dos Pombos

O principio da casa dos pombos também é conhecido em alguns paises (na Rissia, por exemplo) como
Principio de Dirichlet pois, foi o matematico Lejeune Dirichlet o primeiro matematico a usa este método para
resolver problemas ndo triviais. Outros matematicos que se destacaram por usarem essa idéia para resolver
diversos problemas foram os hiingaros Erdés e Szekeres. Vamos abordar este principio da seguinte maneira:

“Se em n caixas sdo postos n + 1 pombos, entdo pelo menos uma
caixa terd mais de um pombo.”

Agora vamos ver como algo tdo simples pode resolver problemas aparentemente dificeis:

Problema 3. Escolhem-se 5 pontos ao acaso sobre a superficie de um quadrado de lado 2. Mostre que pelo
menos dois deste pontos estdo em um distancia menor que ou igual a /2.

Solugdo. Divida o quadrado em quatro quadrados menores como na figura ao lado. Como temos cinco pon-
tos e quatro quadrados, teremos pelo menos dois pontos no mesmo quadradinho. Como a maior distancia
entre dois pontos do mesmo quadradinho nédo supera a medida de sua diagonal, o resultado segue de ime-
diato. 0
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Passo de Magica?
Para o aluno iniciante a solugdo do problema anterior pode ter parecida um pouco mdgica. Vamos mostrar
que ndo é bem assim, que existe um método na solucéo de alguns problemas simples que usam a idéia da
casa dos pombos.

A primeira coisa que devemos aprender a reconhecer é quando um problema se trata de um problema
sobre casa dos pombos. Isso pode ser ganho com experiencia, mas vamos dar um empurdozinho para voce.
Um problema de PCP tem quase sempre a seguinte cara:

Dado um conjunto de » objetos, prove que podemos escolher k
deles satisfazendo uma propriedade.

Bem, depois de identificar que o enunciado do problema no traz a idéia de usar PCP, devemos nos
concentrar em responder as seguintes perguntas:

i. Quem sdo os pombos?
ii. Quantas sdo as casas?
iii. Quem sdo as casas?

Quase sempre as duas primeiras perguntas sdo as mais faceis de serem respondidas. Para responder a
terceira pergunta devemos pensar no conceito dual de espago amostral. Por um lado, o espaco amostral é o
conjunto das possiveis posi¢des dos pombos. Por outro, é a unido de todas as casas.

Para finalizar, devemos separar o espago amostral no ntimero de casas ja descoberto. Nessa hora é
importante lembrar que as casas devem fletir a propriedade desejada.

Como acabamos de ver, usar o principio da casas dos pombos néo é dificil. O dificil estd em achar o que
serdo nossos “pombos” e “caixas”. O préximo problema é, a priori, um problema de teoria dos niimeros.
Porém, vamos usar o principio da casa dos pombos para resolvé-lo.

Problema 4. (Longlist IMO 1979 - Bulgdaria) Colocamos 4n + 1 reis em um tabuleiro infinito. Prove que
podemos escolher n + 1 deles de modo que nédo existam dois que se ataquem.

Problema 5. Prove que em qualquer grupo de 17 niimeros escolhidos do conjunto {1,2,3,...,24,25} é
possivel escolher dois cujo produto é um quadrado perfeito.

Problema 6. (Torneio das Cidades 1989) Temos 101 retdngulos distintos de papel de lados inteiros nado
maiores que 100 . Prove que podemos escolher trés deles A, B e C' de modo que A cobre B e B cobre C.

1.3 Principio do Extremo

A idéia chave na solugdo de muitos problemas de combinatéria, ou até mesmo em teoria dos nimeros e
algebra é a simples consideragdo de um elemento extremo (maximo ou minimo). O préximo problema
mostrard como essa idéia pode ser simples e a0 mesmo tempo poderosa.
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Problema 7. (Teorema de Slyverstre) Um conjunto finito .S de pontos no plano possui a propriedade que
qualquer reta que passa por dois destes pontos também passa por um terceiro. Prove que todos os pontos
estdo sobre uma reta.

lo Q N M

Solugdo. Seja L o conjunto de todas as retas que passam por pelo menos dois pontos de S. Agora sejam
Py € Sely € L tais que a distancia entre Py e [y é a menor possivel porém, diferente de zero. Seja ) a
projecdo de P, sobre ly. Como a reta [y passa por trés deles, pelo menos dois deles N e M estdo na mesma
semi-reta (em relacdo a Q). Suponha que N é o mais préximo de ) desse modo, a distancia entre NV e a reta
PyM é menor que a minima. Contradigéo. 0O

Problema 8. (Torneio das Cidades 1987)

(a) 3n estrelas sdo colocadas em um tabuleiro 2n x 2n. Prove que podemos eliminar » linhas e n colunas de
modo que todas as estrelas sejam eliminadas.

(b) Prove que, com 3n + 1 estrelas, isso ndo é mais possivel.

Problema 9. (Leningrado 1989) Dado um ntmero natural £ maior que 1, prove que é impossivel colocar os
ndameros 1,2, ..., k? em um tabuleiro k x k de forma que todas as somas dos nimeros escritos em cada linha
e coluna sejam poténcias de 2.



