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1. Introducdo

Neste material, iremos demonstrar o teorema de Bézout, que diz que, dados a e b
inteiros positivos, existem inteiros X, y tais que:

ax + by = mdc(a,b)

Além disso, mostraremos algumas extensodes desse resultado, e mostraremos também

z

como esse teorema € importante para o desenvolvimento da Teoria dos Numeros,
sobretudo na parte relativa a congruéncias.

2. Um Resultado Preliminar: O Algoritmo de Euclides

Antes de demonstrarmos o teorema de Bézout, precisaremos de um resultado inicial,
que, embora conhecido mais pela sua aplicagdo pratica para encontrar o mdc de dois
nimeros, sua formulacdo tedrica se mostra formidavel para provar a existéncia dos
inteiros x e y. Vejamos entdo o Algoritmo de Euclides.

Teorema (Algoritmo de Euclides): Dados dois inteiros positivos a, b, considere as
divisdes sucessivas, onde as letras g sdo quocientes e as letras r s@o restos:

a=qyb+n
b = q17”0 +T'1
To = Q11 + 17

Ty = Q3 + 13

Tk = Qre+1Tk+1 T Tiet2

Tk+1 = Gr+2Tk+2

(Observe que essas divisdes sucessivas em algum momento vao acabar, pois do
algoritmo da divisdo temos b >1y >1; >1, > -+, € se a sequencia de restos nao
acabasse, em algum momento teriamos um resto negativo, o que € um absurdo).

Entdo, mdc(a, b) = 14, € 0 Gltimo resto ndo nulo das divisdes sucessivas.

Demonstracao: Antes de demonstrarmos o resultado do Algoritmo de Euclides,
precisaremos de um lema inicial, que é o seguinte:



Lema Util: Sejam a, b inteiros positivos e t € Z. Entdo mdc(a, b) = mdc(a,b + at), e
que mdc(a, b) = mdc(a + bt, b)

Demonstragao: Antes de demonstrarmos o lema ttil precisamos saber o que ¢ um mdc,
mas af jd é esticar demais! (©) Entdo vamos provar nosso lema (que € ttil ndo sé para
provar o Algoritmo de Euclides, mas para quase tudo que envolva mdc).

Vamos provar que mdc(a,b) = mdc(a,a + bt). Seja d =mdc(a,b) e d' =
mdc(a, b + at). Temos que, olhando para mdc(a, b):

dlaed|b = dla,dlated|b = d|laed|b + at

Assim, d é um divisor comum de a e b + at, e como d’ é o maior divisor comum,
temos entdo d' = d. Agora, olhando para mdc(a, b + at):

dlaed'|b+at=>d'|a,d'|ated'|b+at =>d'|laed|b+at—at > d'|laed'|b

Assim, d' é um divisor comum de a e b, e como d é o maior divisor comum, temos
d > d'. Ora, ja provamos que d' > d, de modo que d = d’, como queriamos. A outra
identidade se demonstra de forma completamente anédloga.

Com esse lema, fica bem fécil demonstrar o lema de Euclides. Veja s6:
mdc(a,b) = mdc(a — qob, b) = mdc(ry, b) = mdc(a, b) = mdc(b,1y)
mdc(b,ry) = mdc(b — q11y,19) = mdc(ry, 1) = mdc(b,1y) = mdc(ry, 1)

Fazendo isso sucessivamente: mdc(a, b) = mdc(b,ry) = mdc(ry, ) = mdc(ry,1,) =
o = MAdc(Teq1, Tiea2) = MAC(Qrq2Tks2, Tkr2) = Tk42, donde temos que mdc(a, b) =
Tk+2, COMO queriamos provar W

3. Demonstrando o Teorema de Bézout

Eis o nosso grande teorema:

Teorema de Bézout: Dados a e b inteiros positivos, existem inteiros x, y tais que:
ax + by = mdc(a,b)

Demonstracao: Vamos analisar de novo as divisdes sucessivas. Temos que:

Tz = —qQre1Tie+1 1 Tk
Agora, 1,41 = —qgTy + Tx—1, de modo que, ao substituirmos 7,4 na equacio acima:
Tierz = Qe (0 QT + Te-1) + 7 = (Qres1qe + D7 — Gres1Tie—1
Chamando x; = qr+19x + 1 € Y = —qg+1, temos xy, y; inteiros e:

T2 = Xl + Vielk-1



Agora, 1, = —Qqg_1Tx-1 + Trx—2, de modo que, ao substituirmos 73, na equacio acima:

T2 = X (—Qro1Tk—1 + Tie—2) + YiTk—1 = (= Q—1Xk + Yi)Ti—1 + X Ti—2

Chamando x;_1 = —qy_1Xx + Vi € Yik—1 = Xx, temos Xy _1, Yj—1 inteiros e:

T2 = Xk—1Tk-1 + Yk-1Tk-2

Fazendo isso sucessivamente, chegaremos ao final de tudo que existem inteiros xq, y;
tais que:

Th+2 = X171 + Y170
Agora, sendo 1y = b — q115 € Ty = a — qob, temos que, ao substituir r; e depois 7y:
Tkez = X1 (b — q170) + Y119 = (1 — X1q)70 + x1b = (y1 — x191)(a — qob) + x;1b =
= a(y1 — x1q1) + b(—qoy1 + X19091 + x1)

Chamando x = y; —x1q1 € ¥ = —qoY1 + X1q0q1 + X1, temos que X,y sdo inteiros e
como 74, = mdc(a,b), segue que mdc(a,b) = ax + by, mostrando assim a
existéncia de x, y inteiros ®

Observagdo 1: Observe que com os artificios dessa demonstragdo € possivel encontrar x
e y, bastando para isso encontrar Xy, Y, depois X, _1, Yx—1 € assim por diante.

Observagdo 2: Observe ainda que todo multiplo de mdc(a, b) pode ser escrito na forma
ax + by. Com efeito, se M = k.mdc(a, b) é um miltiplo, entdo M = k(ax + by) =
a(kx) + b(ky). Além disso, todos os nimeros da forma ax + by, com x,y € Z, sdo
multiplos de mdc(a, b), pois a e b sdo multiplos também.

Resumindo, o conjunto dos niimeros da forma ax + by, onde x,y podem variar sobre
todos os inteiros, é exatamente o conjunto dos multiplos de mdc(a, b).

Observagdo 3: Existe outra demonstracdo do Teorema de Bézout, sem usar o algoritmo
de Euclides. Veja:

Para cada par (x,y), associemos o nimero n(x,y) = ax + by, e seja N o conjunto de
todos esses nimeros, ou seja, N = {n(x,y)|x,y € Z}. Note que N € um conjunto nao
vazio (afinal, n(1,0) =a.1+b.0=a, n(0,1) =a.0+b.1=b, n(a,b) =a.a+
b.b = a* + b?, etc., estdo todos em N). Além disso, ndo é dificil ver que ele possui
infinitos elementos positivos € infinitos elementos negativos. Com 1isso, se
consideramos os elementos positivos, existe um deles que € o menor de todos. Seja
n(xy, ¥o) = ¢ esse elemento minimo. Provaremos que c|a e c|b.

Suponha que ¢ f a. Assim, pelo algoritmo da divisdo, existem q,r € N tais que
a=qc+re0<r<c (Note que r =0 ndo é possivel, pois ai c|a). Mas sabemos
que:



c =n(xy, yo) =axg+ by, =>a=qc+r=qlaxy+ by, +r =

>r=a—q(ax,+by,) =a(l—qxy) +b(—qyy) =r =ax, + by; =n(xy,y1)

X1 Y1

Com isso, temos que r = n(xq,y;) € inteiro positivo, e r € N. Dai, ele é maior do que
ou igual ao minimo, que é c. Entdo, r = c¢. Mas, do algoritmo da divisdo, r < ¢, um
absurdo.

Com isso, concluimos que c|a e, analogamente, c|b. Assim, ¢ € um divisor comum, e
como d = mdc(a, b) é o méximo divisor comum de a e b, temos ¢ < d.

Agora, temos que:

c a N b
—=—=.Xg+—.
d_d Ty Yo
ab
d’d
(¢, d sdo todos positivos). Juntando isso ao fato de que ¢ < d, temos ¢ = d. Portanto,

E inteiro, uma vez que , X0, Yo sdo inteiros. Com isso, temos que d|c, donde ¢ = d

d = n(xg, Yo = axy + by, é o nimero procurado para ser mdc(a,b) m
4. Uns Problemas Interessantes

4.1. Breve Historinha

Agora vamos dar uma breve pausa nas contas e vejamos uma historinha baseada em
fatos reais que, por incrivel que pareca, tem tudo a ver com o que estamos vendo aqui.

Certa vez, um matematico brasileiro estava na Argentina, participando de uma
olimpiada de matemdtica como jurado. Quando todos os jurados estavam jantando, a
televisdo do restaurante onde eles estavam estava mostrando uma partida de um esporte
bem diferente dos brasileiros: rigbi. O matemadtico brasileiro, querendo se informar
sobre como o jogo funcionava, perguntou a uma amiga argentina, também uma
matematica:

- Esse jogo, que voce disse ser rigbi, como ele funciona?

- Ah... ndo sei muito bem, mas vocé pode fazer 3 ou 5 pontos, dependendo da posi¢ao
onde vocé faca o gol, eu acho. Mas uma coisa eu sei!

- O que?
- Nesse jogo ndo dé pra perder de 7 a 1. Acho que vocés brasileiros vao gostar dele!

Todos ali riram do brasileiro e nesse momento ele percebeu duas coisas: a primeira era
que a vergonha que o Brasil passou na copa era tdo grande que o mundo todo
(literalmente!) iria mangar por muito tempo (e os argentinos mais ainda... ah, esses
argentinos!). A outra é que tanto 1 como 7 ndo podem ser escritos na forma 3x + 5y,
onde X, y sdo inteiros ndo-negativos.



Como mdc(3,5) = 1, sabemos que, pelo teorema de Bézout, que todo inteiro pode ser
escrito sob a forma 3x + 5y, onde x,y € Z (inclusive 1 =3.2+5.(-1) e 7=34+
5.(—1)), mas... e se precisdssemos que x,Yy fossem ndo-negativos, como no caso do
jogo de rugbi, onde ndo se pode fazer pontuacdes negativas? Vendo sob essa Gtica,
percebemos que € interessante saber quais sdo os inteiros que podem ser escritos sob a
forma 3x + 5y, com x,y > 0 inteiros.

De um modo mais geral, dados a, b inteiros positivos, com mdc(a, b) = 1:

¢ Quando n > 0 inteiro pode ser escrito na forma ax + by, com x,y = 0 inteiros?
e Serd que a partir de certo valor C, todo n = C pode ser escrito assim?
¢ (Quantos n = 0 ndo podem ser escritos assim?

4.2. Respondendo a Primeira Pergunta

Vamos analisar o problema de um modo mais geral: dados a, b inteiros positivos com
mdc(a,b) = 1 e um inteiro ndo-negativo n, é possivel escrever n = ax + by, com x,y
inteiros ndo-negativos? A resposta €: depende do valor de n. Mas como € essa
dependéncia? Para responder a isso, recorreremos ao teorema de Bézout.

Primeiro, facamos uma breve observagdo: considere inteiros Xg, Vg, X1,Y; tais que
n = ax, + by, = ax; + by; (eles existem pela observacdo 2 do teorema de Bézout,
pois mdc(a, b) = 1). Sabemos que:

b|0 = blax, + by, — (ax, + by,) = bla(xg — x1) + b(yo — y1) =
= bla(xg — x1) = b|xy — x;

Note que na ultima passagem usamos que mdc(a,b) =1 para “tirar” o a da
divisibilidade. Como b|x, — x4, temos que X, x; deixam mesmo resto na divisio por b.
Analogamente, temos que Y, y; deixam mesmo resto na divisdo por a.

Outra observagdo bem sagaz é que, ao escrevermos n = ax, + by, = a(xy + kb) +
b(y, — ka) e variarmos o valor de k nos inteiros, percebemos que todo nimero que
deixa o mesmo resto que X, na divisdo por b pode assumir o papel de x na equacdo de
Bézout, n = ax + by, e todo nimero que deixa o mesmo resto que Y, na divisdo por a
pode assumir o papel de y na equacao.

Dessa forma, vemos que, embora a equacdo n = ax + by ndo tenha solucdo udnica
(x,y) (hd infinitas solucdes), elas sdo “quase” unicas, no sentido de que o resto de x por
b e o resto de y por a sdo Unicos.

Agora estamos prontos para responder nossa pergunta: para saber se n pode ser escrito
na forma ax + by, com x,y = 0 inteiros, considere n = axy + by, (xg, Yy, inteiros,
positivos ou ndo) e seja r o resto que x deixa por b (sabemos que r é o mesmo qualquer
que seja o x, escolhido). Agora, escrevan = ar + by,. Se y; = 0, n pode ser escrito na
forma (a prépria forma n = ar + by; ja satisfaz a questdo, pois r,y; = 0); se y; <0,



entdo n ndo pode ser escrito na forma, pois caso n = ar + by, = ax + by, com
x,y = 0, entdo, como x € ndo-negativo e deixa resto r por b, temos que x = r, donde
ar—ax<0=>by—-by, 0=y, <y <0=y <0, uma contradi¢io.

Portanto, no nosso exemplo do jogo de Ruigbi, é impossivel obter 1,2,4 e 7 pontos, pois:
1=3.(2)+5(-1);2=3.(4)+5.(-2);4=3.3)+5.(-1); 7=3.(4) + 5.(-1)
Por outro lado, é possivel obter 3,5,6,8 pontos, pois:
3=3.(1)+5.0;5=3.(0)+5.(1); 6 =3.(2) +5.(0); 8=3.(1) + 5. (1)

Observe que os nimeros que acompanham o 3 na multiplicacdo s@o sempre nimeros
entre 0 e 4, ou seja, restos na divisdo por 5.

Frequentemente, escreveremos n = ax + by com x,y € Z e 0 < x < b — 1, pois € util
tomarmos a primeira varidvel como sendo o resto da divisdo por b, de modo a podermos
analisar se n se encaixa ou ndo no que queremos (se vocé é um “x-fébico”, vocé
também pode tomar y como sendo o resto da divisdo por a, pois a ideia € andloga).

4.3. Respondendo a Segunda Pergunta

Existe um inteiro para o qual todo inteiro a partir dele pode ser expresso como ax + by,
x,y = 0?7 A resposta € sim, € o que € melhor: a melhor cota para esse nimero é
exatamente (a — 1)(b — 1). Vamos 14 ver porque?

Primeiramente, escreva n = ax + by, com x,y inteiros € 0 < x < b — 1 (j4 vimos que
podemos sempre fazer isso). A questdao que deve ser respondida € a seguinte: serd que
n=(a—1)(b—1) implicay = 0? Vejamos.

Suponha que y < 0. Dai, y < —1, donde:
n=ax+by<alb-1)+b(-1)=ab—a—-b<(a—1)(b—-1)

O que é um absurdo. Logo, todo nimero a partir de (a — 1)(b — 1) pode ser escrito
conforme a gente quer, de modo que s6 hd um numero finito de inteiros ndo negativos
para o qual é impossivel escrever como ax + by, x,y = 0 inteiros (em particular, num
jogo de Rugbi, toda pontuacdo a partir de (3 —1)(5 —1) =8 pode ser obtida). A
ultima pergunta que fica € a seguinte: para quantos inteiros € impossivel?

4.4. Respondendo a Terceira Pergunta

Para responder a terceira pergunta, considere N como sendo o conjunto de todos os
inteiros entre 0 ¢ 2ab —a — b (ou seja, N = {0,1,2, ...,2ab — a — b}). Observe que se
tomarmos n um elemento qualquer de N, e escrevermos n = ax + by, com 0 < x < b,
entdo poderemos ter y <0, ou 0<y<a ou a<y<Z2Z2a—-1 (y=2b—-1 ¢
impossivel, pois ai n = ax + by = by = b(2a — 1) > 2ab — a — b, absurdo). Entdo, o

conjunto N pode ser dividido em 3 subconjuntos disjuntos, a saber:



Ni={n€Nn=ax+by,com0<x<bey <0}
N,={neNn=ax+by,com0<x<bel<y<a}
N;={neNn=ax+by,com0<x<bea<y<2a-—1}

Queremos saber quantos elementos tem o conjunto N;, pois todos os nimeros que nao
podem ser escritos como desejamos estao entre 0 e 2ab —a — b (jaque 2ab—a —b >
(a—1)(b—1)). Temos também que |N;|+ |N,|+ |N;|=|N|=2ab—a—b+1,
onde |A| representa a quantidade de elementos de A.

Olhando para os elementos de N,, vemos que cada escolha de x e y d4 um nimero
diferente, uma vez que as escolhas sdo justamente sobre os restos que x e y deixam por
b e a, respectivamente, e sabemos que restos diferentes implicam ndmeros diferentes.
Além disso, 0 < a(0)+b(0)<ax+by<a(b—1)+b(a—1)=2ab—a—>b, de
modo que cada escolha de x e y gera um ndmero que estd no conjunto N. Portanto,
como temos b modos de escolher x e a modos de escolher y, entdo N, possui ab
elementos.

Dai, temos que |[N;| +ab + |N;| =2ab—a—b+ 1= |[N;|+ N3] =(a—1)(b—1).
Provaremos agora que N; e N3 possuem a mesma quantidade de elementos, provando
que n € N; se, e somente se 2ab —a —b —n € N;. Com isso, associamos a cada
elemento de N; um elemento de N5 e vice-versa (n < 2ab —a — b —n), o que prova
que [N;| = |N3].

Temos n € N; se, e somente se n = ax + by,com 0 <x <bhe —a <y < —1 (observe
que, de fato, y > —a, pois se y < —a, do fato de que x < b, teriamos n = ax + by <
ab —ab = 0 = n < 0, contradi¢cdo). Assim, como:

n=2ab—a—-b—-n=a(b—1—-x)+bla—1—-y) =ax"+by'

(onde xX’ =b—1—-xey =b—1—y), temos que 0<x<be —a<y<O0se e
somente se 0 < x' < bea <y <2a-—1. Isso significa que n € N; se, e somente se,
n' € N3. Com isso, fica demonstrada que nossa correspondéncia é biunivoca.

Finalmente, de |N;| =|N3| e de |N;|+ |N3| =(a—1)(b—1), temos que |N;| =

(a-1)(b-1) a-1)(b-1)
2

. , ( . ~ . ~ .
> , ou seja, ha inteiros ndo-negativos que nao podem ser escritos sob a

. 3-1)(5-1)
2

forma ax + by, com x,y = 0 inteiros. No caso do jogo de Rigbi, ha =4

inteiros, que ja sabemos quem sdo: 1,2,4 e 7.
5. Outros Bizus

O Teorema de Bézout é importantissimo no estudo da Teoria dos Nimeros, pois € a
partir dele que conseguimos deduzir outros “bizus”. Um deles estd relacionado com
inversos multiplicativos médulo um natural.



Teorema: Seja n um inteiro positivo e seja a um inteiro tal que mdc(a,n) = 1. Entio,
existe x € Z tal que ax = 1 (mod.n). Além disso, o valor de x € tinico médulo n.

Prova: Pelo teorema de Bézout, existem inteiros x, y tais que ax + ny = mdc(a,n) =
1>ax=1-—ny=1-0=1(mod.n). Logo, o valor de x do Teorema de Bézout é
um possivel inverso multiplicativo, mostrando que inversos multiplicativos de fato
existem.

Para provarmos que x e unico médulo n, basta provar que ax = ax’(mod.n) implica
x = x'(mod.n). Isso decorre diretamente do fato de que podemos “cortar” termos
primos com o modulo, mas para provar esse fato, precisaremos mais uma vez do bizu d
Bézout! Se vocé gostou do trocadilho, veja abaixo; sendo, também veja abaixo!

Observe que ax = ax'(mod.n) = n|ja(x — x"). Ora, pelo teorema de Bézout, existem
inteiros y,z tais que ay+nz=1=ay=1-—nz Dai, como nla(x —x") =
nlay(x — x") =2 n|(1 —nz)(x — x') = n|x — x’, demonstrando que x = x' (mod.n),
encerrando a demonstragdo m

Devido a existéncia e unicidade desse inverso multiplicativo, podemos chama-lo de

1

- 1 . o .. -1
a~1. Apesar de que a~! seja um ndmero inteiro (e, portanto, nio seja a fragio ;), nas

congruéncias podemos muitas vezes trocar fracdes por inversos multiplicativos! Esse
bizu, combinado com alguns outros (como bindmio de Newton e Raizes primitivas) é
extremamente eficiente para se resolver problemas bem dificeis, como o teorema de
Wolstenholme e o problema 3 da Ibero-americana de Matematica de 2005.

Além disso, o inverso multiplicativo serve também para demonstrar outros trés
teoremas extremamente uteis em teoria dos nimeros. Sdo eles:

Teorema de Wilson: Seja p um nimero primo. Entdo, (p — 1)! = —1 (mod.p)
Teorema de Fermat: Seja p um primo, n € N e a € Z. Entdo, a? = a (mod.p)

Teorema de Euler: Sejam a,n inteiros positivos com mdc(a,n) = 1. Entdo, a®™ =
1 (mod.n), onde @(n) é a quantidade de inteiros entre 1 e n que sdo relativamente
primos com n.

Fica como exercicio para vocé, amigo leitor, demostrar essas propriedades. Se estiver
tendo dificuldade em demonstrar alguma delas, ndo se preocupe: a maioria dos livros de
teoria elementar dos nuUmeros enuncia e prova esses teoremas, pois eles sdo
extremamente importantes!

Bom, chega de teoria (ndo de teoria dos nimeros! :p), € vamos a pratica!
6. Exercicios
Problema 1: Encontre todas as solugdes inteiras de cada uma das equagdes:

(A 2x+3y =5



(b) 5x +3y =7

(c) 21x+48y =6

(d) 147x + 258y = 369
() 2x+3y+4z=>5
(f) 2x +3y+5z=11

Problema 2: Demonstrar que se a, b, c,d, m,n > 0 sdo inteiros tais que ad — bc = 1,
entdo mdc(am + bn, cm + dn) = mdc(m,n).

Problema 3: (a) Demonstre que mdc(2% — 1,20 — 1) = 2mde(@b) _ 1,
(b) Demonstre que se x > y, entdo mdc(x® — y%, x? — y?) = xymdc(ab) _ ymdcab)

Problema 4: Sejam a, b inteiros positivos primos entre si. Prove que nao existem
inteiros ndo-negativos x,y tais que ab —a —b = ax + by. Com isso, prove que
(a —1)(b — 1) é o menor valor possivel de C tal que todo inteiro maior do que ou igual
a C pode ser escrito na forma ax + by, com X, y inteiros ndo-negativos.

Problema 5 (OBM/2014): Encontre todos os inteiros n, n > 1, com a seguinte
propriedade: para todo k, 0 < k < n, existe um miltiplo de n cuja soma dos
algarismos, na base decimal, deixa resto k na divisdo por n.

Problema 6 (OBM/2009): Mostre que existe um inteiro positivo n, com a seguinte
propriedade: para qualquer inteiro n = ng, € possivel particionar um cubo em n cubos
menores.

Problema 7: (a) Em Gugulandia, o jogo de basquete é jogado com regras diferentes.
Existem apenas dois tipo de pontuacdes para as cestas: 5 e 11 pontos. E possivel um
time fazer 39 pontos em uma partida?

(b) Suponha agora que as pontuacdes das cestas do basquete de Gugulandia tenham
mudado para a e b pontos com 0 < a < b. Sabendo que existem exatamente 35 valores
impossiveis de pontuacdes e que um desses valores € 58, encontre a e b.

Problema 8 (AMC/1989): Seja n um inteiro positivo. Se a equagdo 2x + 2y +z=n
tem 28 solucdes inteiras positivas (x,y, z), determine todos os possiveis valores de n.

Problema 9 (MOSP/2005): Em cada vértice de um cubo, um inteiro estd escrito. Uma
transicdo legal no cubo consiste em pegar qualquer vértice do cubo e adicionar o valor
escrito naquele vértice em algum vértice adjacente (isto €, pegue um vértice com algum
valor x escrito nele, um vértice adjacente com algum valor y escrito nele, e troque y por
y + x). Prove que existe uma sequéncia finita de transi¢Oes legais tais que, no fim,
todos os 8 nimeros escritos mesmo resto por 2005.

Problema 10 (IMO1983): Sejam a, b, ¢ inteiros positivos, dois a dois primos entre si.
Prove que 2abc — ab — bc — ca é o maior inteiro que nao pode ser escrito na forma
abx + bcy + caz, onde x, y, z sdo inteiros ndo negativos.



