Cdédigos Corretores de Erros

Quando armazenamos ou transmitimos dados por um canal de comunicacao, ocorrem erros que nao podemos
prever. Isso ocorre pela prépria natureza do canal de comunicagdo. A Teoria dos Cddigos se preocupa em
detectar e até corrigir esses erros. E onde a Matemadtica entra nessa teoria?

A resposta é bastante ébvia: a construcio de cédigos que possam corrigir erros aleatérios, os chamados
codigos corretores de erros, usa estruturas de natureza algébrica, combinatoria e — pasmem! — geométrica.

Veremos aqui um pouco de Teoria dos Cédigos e alguns cédigos baseados em geometrias finitas como a
projetiva e a afim.

1. Afinal, o que é Teoria dos Cédigos?

Vocé ja deve ter enviado um email ou, pelo menos, assistido & televisdo ou ouvido radio (vocé ainda néo
fez isso? vocé existe?). Pois bem, de vez em quando pode ocorrer de o email aparecer corrompido, ou a
televisdo aparecer com problemas de recepcao (sua TV nunca teve “chuvisco”?), ou a estacdo de radio que
vocé estd ouvindo ficar com chiado (se ndo aconteceu nenhuma dessas coisas com vocé, considere-se uma
pessoa de sorte!!). Pois bem, esses pequenos incomodos acontecem porque ocorreram alguns erros durante a
transmissdo. Esses erros ndo sdo intencionais (ndo, ninguém quis sabotar seu email ou sua TV ou seu rddio!)
e geralmente ndo podem ser controlados.

Todas essas experiéncias do dia-a-dia podem ser modelados da seguinte forma: um transmissor (nos
nossos exemplos, seria vocé, o canal de TV e a estacdo de radio, respectivamente) quer enviar dados (o
email, o programa de TV e a musica do radio) para um destinatdrio (a pessoa para quem vocé estava
escrevendo email ou vocé assistindo & TV ou ouvindo ridio). Esses dados sdo transmitidos via um canal de
comunicagao que, por maiores cuidados que se tomem, pode ndo transmitir os dados sem alteré-los.

Falando de maneira mais precisa: o transmissor codifica os dados d em uma mensagem c. A mensagem
¢ é transmitida (e ndo os dados per se). O destinatario decodifica a mensagem recebida z (que néo é
necessariamente igual a ¢ pois erros podem ter ocorrido durante a transmissio) em dados d' e tenta descobrir
se ocorreram erros durante a transmissdo ou nio. Se o cddigo utilizado para transformar d em ¢ e z em d’ é
um cédigo corretor de erros é possivel reconstruir os dados originais, mesmo que z seja diferente de ¢ (nesse

caso, terfamos d' = d).

transmissor destinatario

M, codificagéo decodificagéo M»

mensagem ¢ mensagem
(palavra) alterada x

Os erros que a Teoria dos Cédigos estudam sdo de natureza aleatédria, o que excluem erros gerados
intencionalmente (esses sao estudados pela Criptologia). E os erros estudados sdo exclusivamente alteracoes
de simbolos. Ou seja, ndo consideraremos aqui inclusdo ou exclusdo de simbolos.

2. Um pouquinho de Algebra Linear

Para entender (e apreciar) melhor a modelagem e os teoremas que vamos provar nesse artigo, é importante
saber um pouquinho sobre espagos vetoriais. Procure por mais em [5].



2.1. Espagos vetoriais

Definicao 2.1. Um espago vetorial sobre um corpo F' é um conjunto V que satisfaz

e Parawu,v,w € V, valem as propriedades usuais da adicao: associativa (u + (v +w) = (u + v) + w),
existéncia de elemento neutro (u + 0 = 0 + u = u), existéncia de oposto (u + (—u) = (—u) +u =0) e
comutativa (u+v = v + u).

e [Existe uma operacao entre elementos de F' e V', que resulta em elementos de V, denominada multipli-
cagdo por escalar, que satisfaz suas propriedades usuais (vocé pode se sentir mais confortdvel se pensar
no exemplo F = R e V sendo o conjunto das matrizes de ordem 2 com entradas reais): para a,3 € F e
u,v € V, valem as distributivas (a(u+v) = au+av e (a+ B)v = av + fv), associativa (a(fv) = (af)v)
e multiplicacao por unidade (lv = v).

Os elementos de V' e F sdo chamados vetores e escalares, respectivamente.

Nas préximas definigdes, V' é um espago vetorial sobre F'.
Definigao 2.2. Um subespaco vetorial de V' é um subconjunto de V que é um espaco vetorial.

Teorema 2.1. S CV é um subespaco vetorial se, e somente se, o vetor nulo 0 pertence a S e, para todos
v,w€SeAN€EF,v+dw€ES.

Demonstracao

Basta provar que as propriedades usuais da adi¢ao e multiplicacao por escalar, que ja valem no espaco vetorial
V, sdo validas em S também.

Primeiro, tomando A = 1 (a unidade do corpo), vemos que a adigio é fechada em S. E claro que valem
as propriedades associativa e comutativa. O elemento neutro 0 ji pertence a S. Dado w € S, tomando v = 0
e A = —1 vemos que —w pertence a S, ou seja, todo elemento de S admite oposto.

Sobre a multiplicacdo por escalar, basta notar que se v € S entdo Av € S para todo A € F. Assim,
claramente valem a associativa, multiplicacdo por unidade e a distributiva (a + f)v = av + fv. E, tomando

Av no lugar de v, temos Av + Aw € S, de modo que podemos colocar A em evidéncia. [
Definicao 2.3. Uma combinacao linear de vetores vi,vs,...,v, € V € 0 vetor ajv; + asvy + -+ + Qy,Un,
sendo ay, s, ...,q, escalares.

Definicao 2.4. Sendo S C V, o subespaco gerado por S é o conjunto das combinagées lineares de elementos
de S.

O leitor nao deve encontrar dificuldades em provar que o conjunto das combinagdes lineares de S é um
subespago vetorial de V.

Defini¢ao 2.5. Dizemos que um conjunto {ui,us,...,u,} CV é linearmente independente quando, sendo
Qay,Qs,...,a, € F tais que aju; + asus + - - - + au, = 0 implica ay = as = -+ = a,, = 0.

Definicao 2.6. Um conjunto linearmente independente que gera V' é uma base de V e o seu nimero de
elementos é a dimensao de V' sobre F, que é denotada por dim(V'). Observe que B pode ser infinito; nesse
caso, a dimensao também é infinita.

Feitas as apresentacoes (ou melhor, as defini¢oes!), podemos provar alguns fatos interessantes. Daqui
em diante, s6 trabalharemos com espaco vetoriais finitamente gerados.

Teorema 2.2. Dada uma base B de V, todo elemento de V pode ser representado unicamente como uma
combinacao linear dos vetores de B.



Demonstracao

Como B gera V, cada elemento de V' pode ser representado como uma combinagdo linear dos vetores de B.
Basta provarmos que tal representacao € unica.

Suponha que um vetor admita duas representacdes distintas como combinagao linear dos vetores de
B = {uy,us,...,u,}, ou seja, que ajuy + qatis + - - - + ptty, = Brug + Pous + - - - + Bru, para alguma escolha
de a;’s e 5;’s. Entao:

QU1+ QoUs + - -+ oy = frug + Pattz + -+ By = (oq — fr)ur + (a2 — B2)uz +- -+ (o — Bn)un =0

Da definicao de conjunto linearmente independente,
ap—fr=ay—fo=-=a,— =0 < a;=pF;parai=1,2,...,n

Por que a dimensao de um espaco estd bem definida? Um espago vetorial pode ter bases diferentes, de
modo que é possivel, a principio, que duas bases tenham cardinalidades diferentes. Veremos que isso ndo
pode ocorrer.

Teorema 2.3. Todas as bases de um espago vetorial finitamente gerado tem o mesmo nimero de elementos.

Demonstracao

Sejam B e C' bases do espago vetorial V. Suponha, por absurdo, que o nimero m de elementos de C' =
{c1,¢2,...,¢m} é maior que o nimero n de elementos de B = {by,bs,...,b,}. Podemos escrever cada
elemento de C' de forma dnica como combinacdo linear de elementos de B, ou seja,

c1 = a1by + aiaby + -+ ainby c1 Qa1 Qe Oin b1
Cy = ao1by + agobe + -+ + anpby C2 Q21 Q2 Qg by
Cm = Am1b1 + Amabs + -+ + Amnbn Cm Am1 Em2  Amp bn

Se virmos a ultima equagdo como um sistema linear nos b;’s, com n incégnitas e m equagoes, ou seja,
mais equagdes que varidveis, percebemos que ele é possivel e, portanto, somente as n primeiras equagoes ja
determinam os b;’s (ja que, da hipétese, os ¢;’s sdo linearmente independentes). Mas, se substituirmos os
valores dos b;’s nas demais m — n equacoes, podemos escrever ¢;, n < j < m, como combinac¢ao linear dos
¢i’s, 1 <1i <n. Absurdo. [

Isso tem uma conseqiiéncia importante: para caracterizar completamente um espacgo vetorial, basta
encontrar uma base desse espaco. Podemos, inclusive, modelar todo espaco vetorial de dimensao n em
fungdo de uma base B = {u1,us,...,up} como n-uplas ordenadas: se v = aju; + asus + -+ + Quunp,
podemos representar v por (a,qs, ..., Q).

Teorema 2.4. Se S CV é um subespaco vetorial e dim S = dimV entao S = V.

Demonstracao

Seja B uma base de V e C' uma base de S. Entdo B e C' tém o mesmo nimero de elementos. Escrevendo
os vetores de C' como combinacdo linear de vetores de B, obtemos um sistema linear nos vetores de B, que
é possivel (claro!) e determinado, pois o nimero de equacoes é igual ao nimero de incégnitas e os vetores
de C sao linearmente independentes. Logo todo vetor de B e, portanto, todo vetor de V', pode ser escrito
como combinagdo linear de vetores de C' (é s6 resolver o sistemal!). Logo V' C S e concluimos que S = V.



3. O problema principal da Teoria dos Cddigos

Para nds, a partir de agora, uma mensagem é um vetor do espago vetorial V. = Z/2Z" (ou seja, uma
mensagem é uma n-upla ordenada de zeros e uns, e somamos e multiplicamos méd 2). Vocé pode pensar
em bits, se achar melhor. A partir de agora, V' denotard esse espaco vetorial.

O problema que vamos estudar agora é o seguinte: ao transmitir uma mensagem, o canal de comunicagao
soma ao vetor transmitido ¢ um vetor erro e, de modo que o destinatario recebe o vetor z = ¢ + e. A meta
do destinatario é decodificar z, ou seja, determinar o vetor erro para reconstruir ¢ a partir de z.

O nosso medidor de erros é a importantissima distancia de Hamming.

4. Distancia de Hamming

Defini¢ao 4.1. Sejav = (v1,vs,...,v,) ew = (w1, ws, .. .,w,) vetores de V. A distancia d(v,w) é definida
como o numero de posi¢coes nas quais v e w diferem, ou seja,

d(v,w) = [{i | v # wi}|
(aqui, | X| indica o nimero de elementos do conjunto X )
O conceito de distancia vem da Topologia. Dado um conjunto A, uma métrica em A é uma funcgéo
d: A x A — R deve ter as seguintes propriedades: para u,v,w € A,
(1) d(v,w) > 0 com igualdade se, e somente se, v = w.
(2) d(v,w) = d(w,v)
(3) Vale a desigualdade triangular, ou seja,

d(u,w) < d(u,v) + d(v,w)

A distancia de Hamming é uma métrica em V. De fato:

(1) d(v,w) > 0 pois é um numero natural e d(v, w) = 0 significa que v e w ndo diferem em nenhuma posicao,
ou seja, v = w.

(2) Claramente d(v,w) = d(w,v).

(3) Podemos supor, sem perda de generalidade, que u e w diferem exatamente nas primeiras a = d(u, w)
posicoes. Dentre essas a posi¢oes, suponha que v e w diferem em b posicoes. Além disso, suponha que
v e w diferem em ¢ posigdes fora das a primeiras. Temos, entdo, d(v,w) = b+ c.

a

———
u XXXXXXXXXXXX
w O0OO0OO0OO0OXXXXXXX

v XXX00000XXXX
—— ———
b c

Olhando a figura acima, podemos concluir que d(u,v) = a — b+ ¢. Assim,

d(u,v) +dv,w) =a—-b+c+b+c=a+2c>a=du,w)

Em Topologia, logo depois de definir métrica definimos esferas. Na geometria, uma esfera de raio r e
centro P é o conjunto de pontos cuja distancia a P é menor ou igual a . Da mesma forma:

Definigao 4.2. Sejav € V e r um inteiro ndo negativo. Entao
Sp(v) ={zx eV |dx,v) <r}
é uma esfera de raio r e centro v.

Enfim, chegamos em:



5. Codigos corretores de erros

Definigao 5.1. Seja t um inteiro positivo. Um subconjunto C de V é um t-cédigo corretor de erro se
quaisquer dois elementos distintos de v,w € C' satisfazem

dv,w) > 2t+1

Uma outra maneira de dizer isso é que a distancia minima de C, definida por
d(C) = min{d(c,c') | e, € C,c # '},

é pelo menos 2t + 1.

Por que o nome t-cédigo corretor de erro? Considere as esferas com centro em vetores de C' e raio t.
Essas esferas ndo se interceptam, ja que a distancia entre dois centros quaisquer é pelo menos 2t + 1 (de fato,
se x pertence & interse¢do de duas esferas S;(u) e S¢(v), entdo d(u,z) < ted(w,v) <t = d(u,z)+d(z,v) <
2t < 2t + 1 < d(u,v), o que contradiz a desigualdade triangular). Assim, se um vetor ¢ € C' é transmitido
com no maximo t erros, obtendo x, basta encontrar a esfera a que = pertence. Em outras palavras: dado =,
o vetor correto ¢ é o vetor de C' mais préximo de x.

Assim, temos (?) como resolver o problema: primeiro medimos ou estimamos o nimero maximo ¢ de
erros que o canal de comunicagdo pode gerar; em seguida, construimos um t-cédigo corretor de erro.

Nesse ponto, podemos dizer de modo mais preciso qual é a meta da Teoria dos Cdodigos: construir
cédigos que

e tenham distancia minima grande (e, portanto, possam corrigir um nimero grande de erros);

e permitam um algoritmo de decodificacio eficiente.
Exercicios

01. Um subconjunto C de V = Z/2Z" é um t-cédigo detector de erro quando, sendo e € V' um vetor com
no maximo t entradas iguais a 1, para todo ¢ € C o vetor ¢ + e ndo pertence a C'.

Prove que C é um t-cédigo detector de erro se, e somente se, d(C') >t + 1.

6. Um exemplo de cédigo corretor de erro

O (?) na secdo anterior é um aviso: nao sabemos ainda se o problema de construir um cédigo corretor de
erro é facil ou ndo; e o pior, ndo sabemos nem se existem t-c6digos corretores de erro para valores arbitrarios
de t (embora ndo pareca muito dificil provar isso).

Por isso, exibimos o seguinte exemplo, que vai servir para esse artigo.

Um 1-cédigo corretor de erro

0000000 1111111
1110000 0001111
1001100 0110011
1000011 0111100
0101010 1010101
0100101 1011010
0011001 1100110

0010110 1101001




Verifique que, de fato, a distancia minima entre dois vetores quaisquer acima é 3.

7. Céddigos lineares

Até agora, ndo temos um modo sistematico de criar cddigos corretores de erros. Tudo o que temos é s6 um
exemplo. Mas, antes de construir mais codigos, vamos pensar um pouco em como facilitar nosso trabalho.
Veja que dado um cédigo, precisamos saber determinar seus elementos, sua distdncia minima (um problema
de ordem |C|?) e decodificar todos os possiveis vetores que o destinatdrio pode receber.

Para melhorar um pouquinho esses problemas e comecar a ter cdigos que possam realmente ser aplicados
na pratica, usamos cédigos lineares. O termo “linear” nédo é coincidéncia: faremos bastante uso de Algebra
Linear.

Definigao 7.1. Um cddigo C C V é dito linear quando C' é um subespaco vetorial de V. Sendo k a
dimensédo de C (k existe porque C 6 finito), dizemos que C' é um [n, k]-cédigo linear.

7.1. Por que usar cédigos lineares, parte 1: determinando seus elementos

A vantagem em utilizar cédigos lineares é evidente: para caracterizar todos os elementos de um cédigo linear
basta obter uma de suas bases.

Definicao 7.2. Seja {c1,ca,...,c} uma base do [n, k]-cédigo linear C'. A matriz k X n cuja i-ésima linha
sao as entradas do vetor c¢; é uma matriz geradora de C.

Exemplo 7.1.

Uma matriz geradora do nosso cédigo exemplo é

1110000
G:1001100
1000 011
0101010

Note que para guardar uma matriz geradora precisamos de somente k vetores, o que é uma fantastica
economia, face aos 2¥ vetores que compdem o cédigo.

7.2. Por que usar cédigos lineares, parte 2: determinando sua distancia minima

Precisamos de algumas definicoes.
Defini¢ao 7.3. O peso w(x) de um vetor x € V' é o numero de entradas ndo nulas de x, ou seja, d(z,0).
Defini¢ao 7.4. O peso minimo w(C) de um cédigo C é dado por

w(C) = min{w(c) | c € C,c # 0}

Teorema 7.1. Seja C' um cédigo linear. Entao

d(C) = w(C)

Demonstracao

Para todo cédigo linear, d(C) < w(C), ja que d(C) é a distancia minima entre dois vetores quaisquer de C
e w(C) é uma distancia entre dois vetores de C' (um deles é o vetor nulo 0).



Para terminar, basta provar que existe um vetor com peso d(C). Sejam c e ¢’ dois vetores cuja distancia
é minima, ou seja, d(c, ') = d(C). Assim,

w(c—c) =d(e,d)=d(C)

Como C' é linear, sendo ¢ e ¢’ elementos de C entdo ¢ — ¢’ € C' (basta subtrair as representacoes de ¢ e
¢’ como combinagdes lineares dos vetores da base). Logo ¢o = ¢ — ¢’ € C tem peso d(C). [

Assim, para achar a distancia minima, sé precisamos calcular todos os pesos dos vetores, o que é um
problema que precisa de no méximo |C| passos, no lugar de |C|>.

7.3. Por que usar cédigos lineares, parte 3: decodificando

Essa é a parte em que utilizaremos mais Algebra Linear e também a mais longa (e interessante!) das trés.

Definicao 7.5. Seja C C V um cédigo. O cédigo dual de C, denotado por C*, é definido como o conjunto
dos vetores que sao ortogonais a todos os vetores de C, ou seja,

Ct={veV|v-c=0 paratodoce C}
sendo que v - ¢ é o produto interno usual: se v = (v1,v2,...,0,) e c = (c1,¢2,...,C,) entao
V-C=1v1C] + V2Cy + -+ -+ UnCp
(lembre que, no caso, a aritmética é feita mdéd 2)

Infelizmente, o nome é dual mesmo no lugar de ortogonal.

Teorema 7.2. Se C é um [n, k]-cédigo linear, entdo C+ é um espago vetorial de dimensdo n — k.

Demonstracao

Primeiro, provemos que C'* é um subespaco de V. Como 0 - ¢ = 0 para qualquer vetor ¢ € V, 0 € C*+.
Vamos provar que sendo v,w € C+ e N\ € Z/2Z, v+ w € Ct. Aqui, v = (v1,v2,...,v,), W =
(w1, ws2,...,wy) € c=(c1,¢2,-..,Cn).

veCt
weCt

v-c=0,ceC

w-c=0,cel’

vicr +v2c2 + -+ vpe, =0,c€C

wicy + waecs + - +wpep =0,c€ C

= vic1 +U2Cs + -+ UpCy + A(wre1 + wacs + -+ wpe, =0),c€ CoN € Z)2Z
= (vi +Awi)er + (v2 + Awz)ea + -+ (v + Awp)ep =0,c € C,N € Z)27
— (v+w) - c=0,ceC,A€ Z/2Z

Agora, encontremos a dimensdo de C+. Observando que

vict tveca+ e, =0 <= (a1 e -+ cpn) : =0

Un

consideremos a matriz geradora G de C. Note que para que um vetor v seja ortogonal a todos os vetores de
C é necessdrio e suficiente que v seja ortogonal a todos os vetores da base de C'. Assim, v deve ser solucao
do sistema linear, n X k, G -v = 0. O posto de G é k, pois as linhas de GG sdo linearmente independentes.
Assim, o sistema G - v = 0 tem grau de indeterminacdo n — k, o que gera um subespaco de dimensio n — k
(vocé pode pensar no seguinte: cada varidvel arbitraria aumenta a dimensao do subespago em 1). [

Como serd o cédigo dual do cédigo dual de C, ou seja, o que podemos esperar de C++? Isso é o que
diz o



Teorema 7.3. Se C é um cédigo linear, C*++ = C.

Demonstracao

Primeiro provaremos que C C C++. O conjunto C*++ consiste de todos os vetores ortogonais a todos os
vetores de C'+. Eles incluem os vetores de C, pois C+ é o conjunto de todos os vetores que sdo ortogonais a
cada vetor de C. (dica, segundo a prépria referéncia [1]: leia esse pardgrafo de novo, mas bem devagar. Ai
vocé vai entender. Para mim, funcionou bem.)

A dimensdo de C*+ én — (n — k) = k. Logo dim C++ = dim C, e portanto C*++ = C. B
Mais algumas definigdes. Calma, que falta pouco para aprendermos a decodificar cédigos lineares!

Definigao 7.6. Seja C' C V um [n, k]-cddigo linear. Uma matriz H cujas linhas formam uma base de C+
é uma matriz de checagem de paridade de C.

Observe que H, como definido anteriormente, é uma matriz (n — k) x n.

Definigao 7.7. Seja H um matriz de checagem de paridade de um cédigo linear C'. Para cada vetorv € V,
a sua sindrome s(v) é definida por
s(v) =wv-H',

sendo H! a transposta de H. Note que a sindrome de um vetor é um vetor de dimensao n — k.

Notemos que se v € C entdo s(v) = 0, j4 que cada entrada de s(v) é o produto escalar de um vetor
de C* e v. De fato, usando essa propriedade podemos descrever um cédigo linear muito facilmente usando
sindromes.

Teorema 7.4. Se C' é um cddigo linear com matriz de checagem de paridade H entdo

C={veV]|s(v) =0}

Demonstracao
Seja v € V. Entao
s(v)=0 < v-H' =0
<= v é ortogonal a todos os vetores de uma base de C+

— veCctt
<— vel

Uma coclasse de um espaco vetorial S C V é definida como
v+S={v+w|weS}
sendo v € V.
O teorema a seguir nos diz que a sindrome s(v) depende somente da coclasse que contém v.
Teorema 7.5. Seja H uma matriz de checagem de paridade de um cdédigo linear C C V. Entao, sendo

v,w eV
s(v) =s(w) <= v+C=w+C

Demonstracao
s(v)=s(w) <= v-H'=w -H <= (v-w) - H =0 <<= v-wel < v+C=w+C

Definicao 7.8. Seja C' C V um cédigo linear. Um vetor é dito lider de uma coclasse de C' se tem peso
minimo entre todos os vetores da coclasse.

Em geral, o lider de uma coclasse nao é unico. Mas o resultado a seguir mostra como os lideres podem
facilitar nossa vida.



Teorema 7.6. Seja C € V um t-cédigo corretor de erro linear. Entao
(a) cada vetor de V cujo peso é no mdximo t é lider de alguma coclasse;

(b) o lider de uma coclasse que contém um vetor de peso no maximo t é unicamente determinado.

Demonstracao

Seja v € V um vetor com peso menor ou igual a t. Devemos provar que se v' € v + C é diferente de v entdo
o peso de v’ é pelo menos t + 1.

Observe que v' —v € C. Logo, sendo C' um t-cédigo corretor de erro linear, w(C) = d(C) > 2t + 1.
Assim, o peso de v' — v é pelo menos 2t + 1. Assim, pela desigualdade triangular,

2t +1 < d(v—',0) =d(v,v") <d(v,0) +d(v',0) <t+w')

e, portanto, w(v') > ¢+ 1. B

Note que os vetores de peso no maximo ¢t sdo os possiveis erros, ou seja, os lideres considerados sao
as possiveis diferengas. Deste modo, o ultimo teorema nos d& um algoritmo de decodificagdo: primeiro,
determina-se a coclasse de C' que contém a mensagem recebida x. O vetor de erro de x é o lider da coclasse.
Assim, é s6 somar x ao lider para obter a mensagem correta.

Veja que, pelo teorema 7.6., o lider e determina a coclasse; como x pertence a coclasse, ¢ € e + C, ou
seja, £ = e + ¢ para algum c € C. Observe que d(z,c) = w(e) < ¢, logo x € Si(c). Pelo que foi discutido na
secdo b, a mensagem transmitida s6 pode ser ¢! E resolvemos o problema da decodificagio.

Decodificagao de sindromes. Seja C C V um [n, k]-cédigo linear que é t-corretor de erro. Dada uma
lista com os lideres de coclasses e suas respectivas sindromes, decodificamos um vetor x recebido da seguinte
forma:

(i) calculamos sua sindrome s(x);
(ii) procuramos s(x) na lista das sindromes;
(iii) encontramos o lider correspondente e;

(iv) decodificamos x para ¢ =« + e.

Exemplo 7.2.

Considere o nosso c6digo exemplo. Uma matriz de checagem de paridade desse codigo (mais tarde provaremos
isso) é

1001 101
H=({0 1 01011
001 0111

Os lideres de coclasse sdo 0000000, 0000001, 0000010, etc. Assim, nossa lista de lideres de coclasses e
sindromes é (verifique!!)

lider de coclasse sindrome
0000000 000
0000001 111
0000010 011
0000100 101
0001000 110
0010000 001
0100000 010

1000000 100



Se, por exemplo, recebemos o vetor = 0010001, calculamos sua sindrome s(z) = 110. Da lista, obtemos
o lider 0001000. Logo a mensagem é 0010001 + 0001000 = 0011001, que realmente consta no nosso cédigo.

Exercicios

02. Decodifique o vetor 1100011 no cédigo acima.
03. Seja C C Z/2Z™ definido por C' = {(a1,a2,...,a,) | a1 +as+---+a, = 0}. Prove que C' é um cddigo

linear e 1-detector de erros.

8. Cdbdigos de Hamming

Definiremos os cédigos de Hamming a partir de sua matriz de checagem de paridade.

Definicao 8.1. Sejam r um inteiro positivo e n = 2" — 1. Considere uma matriz H, r x (2" — 1), com
entradas bindrias cujas colunas sdo as r-uplas de entradas bindrias diferentes do vetor nulo 0. Definimos o
cédigo de Hamming Ham(r) por

Ham(r) = {c € Z/2Z" | ¢- H' =0}

O nosso cédigo exemplo é Ham(3) (verifique e aproveite para verificar que a matriz checadora de paridade
dada anteriormente estd corretall).

Veja que o posto da matriz H é r (é s6 tomar as colunas cujas entradas sdo todas nulas, exceto uma,
ou seja, (1,0,...,0), (0,1,...,0), ..., (0,0,...,1)). Assim Ham(r) é um [2" — 1,2" — 1 — r]-c6digo linear.

Primeiro vamos descobrir quantos erros esse cédigo pode corrigir.

Teorema 8.1. Os codigos de Hamming sdo 1-corretores de erro.

Demonstracao

Como d(C) = w(C) para todo cddigo linear C, basta provar que o peso de cédigos de Hamming é pelo menos
3.

Suponha que o peso de um cédigo de Hamming seja 1. Assim, esse cddigo contém um vetor ¢ cujas
entradas sido todas nulas, com excecdo de uma, digamos, na i-ésima posicdo. Da definicdo de Ham(r),
c- Ht = 0. Isso implica que todas as entradas da i-ésima coluna de H sdo nulas, absurdo.

Agora, suponha que o peso de um vetor ¢ de um cédigo de Hamming seja 2, ou seja, que todas as
entradas de ¢ sdo nulas, com excecdo de duas, digamos, nas posi¢des i e j. De ¢+ Ht = 0, concluimos que
a soma das colunas ¢ e j de H é o vetor nulo. Isso implica que tais colunas (note que estamos trabalhando
mod 2) sdo iguais, outro absurdo.

Logo o peso de cédigos de Hamming é pelo menos 3. |
Os cédigos de Hamming podem corrigir poucos erros, mas sdo os mais densos, no seguinte sentido:

Definicao 8.2. Um t-cédigo corretor de erro C C V é dito perfeito se qualquer vetor de V tem distancia
no médximo t de um elemento de C' (que, claro, é iinico).

Pensando topologicamente, um cédigo C é perfeito quando as esferas de raio t e centro em vetores de
C cobrem todo o espaco vetorial V.

Considerando que todas as esferas citadas sdo disjuntas, parece dificil acreditar na existéncia de cédigos
perfeitos. Provaremos que os cédigos de Hamming sdo perfeitos.

Mas, antes, provemos o



Lema 8.1. SejaV =Z7Z/2Z" e seja C C V um 1-cédigo corretor de erro. Entao

2Tl
C| <
| |_n+1

A igualdade ocorre se, e somente se, C' é perfeito.

Demonstracao

Contemos o numero de vetores em cada esfera. O numero de vetores & distancia zero do centro é 1: o
proprio centro. A quantidade de vetores a distdncia 1 do centro é n: basta trocar cada entrada da n-upla
que representa o centro. Logo cada esfera contém n + 1 vetores.

Como ha |C] esferas disjuntas e 2™ vetores em V/,

2n
Clin+1) < 2" = |C] <
n+1
A igualdade ocorre se, e somente se, as esferas cobrem V', ou seja, se, e somente se, C' é perfeito. |

Como coroldrio, temos que um 1-cédigo corretor de erro perfeito |C| deve ter dimensdo da forma n =
2" — 1, ja que 2™ /(n + 1) deve ser inteiro.

Exercicios

04. Prove que se existe um ¢-codigo corretor de erro contido em Z/2Z", linear e perfeito, entdo

> ()

é uma poténcia de 2. Mostre que se t = 3, entdon = 7 ou n = 23.

Observagao: O caso n = 7 é trivial (tente descobrir por qué). No caso n = 23, s6 existe essencialmente
um c6digo Ga3, denominado cédigo de Golay. Uma matriz de checagem de paridade de Ga3, que tem 4096
vetores, é

1 000O0O0OO0OO0OO0OO0OO0O1O0OO0OT11T1T1O0O0O0T1T171
0o1ro0o00000O0OO0OO0O1O0101101100°1
0oo6061o0oo00000O0O0O1O011O01101O0T10Q0
oo0o01oo0oo00006001O011101101H00O0
0oo0o0o01ooo000601100111011O00O0
oo0o0o001oo0oo0001101o0o1110001
oo0o0o0001000O01101160011O010Q0
oo0o0o000O0O1O0O0O0OO0OI111O0O0101O0T1T10Q0
oo0o0o0000O0O01O0O01T11010100°0T11
0oo0o0o0o0000O010111100©001101
oo0o0o0o00000O01011111111111

Teorema 8.2. Os codigos de Hamming sdo perfeitos.

Demonstracao

Como dim(Ham(r)) = 2" — 1 —r, |[Ham(r)| = 22 ~!=". Sendo n = 2" —1 <= 2" =n+ 1, |Ham(r)| =
2" /2" =2"/(n +1). Do lema 8.1., o resultado segue. [
Mas o que é interessante sobre cédigos de Hamming é a simplicidade de sua decodificagdo. Para isso,

vamos ordenar as colunas da matriz de checagem de paridade H, na ordem numérica. Ou seja, a i-ésima
coluna s; é a representacdo bindria do numero inteiro . Veja que a ultima coluna de H sé tem uns.



Teorema 8.3. Seja Ham(r) o cddigo cuja matriz H estd ordenada como descrito acima. Entdo, para cada
vetor v € V — C sua sindrome s(v) é o valor s; para o qual v —e; € C, onde e; é o vetor com todas as
entradas nulas, exceto a i-ésima. Portanto a sindrome indica a posi¢ao onde ocorreu o erro.

Demonstracao

Sendo os e;’s os tnicos vetores erro possiveis, todo vetor de V' — C' é da forma v = ¢ + e;, ¢ € C, i inteiro.
Visto que

s(v) = (c+e) H' =c-H' +¢;- H =¢; - H = s;,
a sindrome de v é s;. ]

Assim, o algoritmo de decodificacdo de um vetor z é extremamente simples: primeiro, calcula-se a
sindrome s(z), a lemos como um inteiro 7 na base bindria, e somamos o vetor e; a x, obtendo o vetor correto.

Na verdade, os cédigos de Hamming tém a ver com geometria projetiva. Considere o nosso exemplo
Ham(3). Além disso, considere o plano projetivo P»(Z/2Z) (olha o plano heptaprojetivo ai de novo, gente!).

|:’7
R P,

P P2 P3

Como cada elemento de Ham(3) tem comprimento 7, podemos associar a cada elemento ¢ € Ham(3)
um conjunto S(c) de pontos de P»(Z/2Z), onde o ponto P; pertence a P>(Z/2Z) se, e somente se, a i-ésima
entrada de ¢ é 1. Dizemos que ¢ é um vetor caracteristico de S(¢). Por exemplo, se ¢ = 1110000 entéo
S(C) = {P17P27P3}-

Quais sdo os conjuntos de pontos de P»(Z/2Z) que correspondem aos elementos de Ham(3)? Vocé
pode verificar que, exceto o conjunto vazio e o conjunto de todos os pontos, esses conjuntos sdo as retas de
P5(Z/2Z) e os complementos das mesmas retas!

Podemos verificar geometricamente que Ham(3) é 1-corretor de erro. No caso, um erro em ¢ € Ham(3),
que é trocar um por zero ou vice-versa, corresponde a tirar ou colocar um ponto do conjunto S(c¢). Assim,
basta provar que todo conjunto de pontos de P»(Z/2Z) pode ser transformado em um conjunto correspon-
dente a um elemento de Ham(3) adicionando ou tirando um ponto.

Vamos tentar decodificar os vetores, mas agora pensando geometricamente.

Vetores de peso 1, 2 e 6 sdo faceis de decodificar (basta tirar o ponto, considerar a reta que passa pelos
dois pontos e colocar o ponto que falta, respectivamente).

Vetores de peso 3 que correspondem a retas ji correspondem a elementos de Ham(3), assim ndo hd o
que decodificar. Vamos pensar num conjunto de 3 pontos nao colineares, A, B e C'. Tirar um ponto nao
ajuda, assim devemos adicionar um ponto para formar um complemento de reta. H4 um unico ponto D
pertencente a reta que passa por A e B e um outro Unico ponto E pertencente & reta que passa por A e
C (pois a intersegio dessas duas retas é A). A reta que passa por D e E contém mais um unico ponto F,
distinto de A, B e C. Logo devemos considerar o complemento da reta {D, E, F'}.

Um vetor de peso 4 que nédo pertence a Ham(3) é uma reta mais um ponto (veja o raciocinio do pardgrafo
anterior). Assim, basta tirar o ponto.



Um vetor de peso 5 sé nao contém dois pontos. Esses dois pontos determinam uma reta que contém
um terceiro ponto P pertencente ao conjunto correspondente a esse vetor. Deste modo, basta tirar o ponto
P para obter o complemento de uma reta.

Exercicios

05. Um quadrildtero de um plano projetivo é um conjunto de quatro pontos do plano que ndo contém trés
pontos colineares. Prove que todo quadrilatero de P»(Z/2Z) é o complemento de uma reta, ou seja, que os

conjuntos correspondentes a vetores de Ham(3) sdo o vazio, todos os pontos, as retas e os quadrildteros de
Py(Z/27).

06. Prove que todo conjunto de 5 pontos de P»(Z/2Z) é a unido de duas retas de P,(Z/22).

O nosso exemplo Ham(3) pode ser comparado com um plano projetivo baseado em Z/2Z. E o cédigo
Ham(r), em geral? Antes de continuarmos precisamos falar de

8.1. Espacos projetivos

Relembrando: um plano projetivo é um conjunto de pontos sendo que existem subconjuntos chamados retas
tais que dois pontos estao contidos em uma tnica reta e duas retas interceptam-se em um dnico ponto. Além
disso, existem quatro pontos, trés a trés nao colineares.

Essa ultima condicado caracteriza o conjunto como plano. Porém, podemos definir espacos projetivos de
dimensoes maiores. S6 que as propriedades que queremos nesses espacos sdo um pouquinho diferentes.
Definigao 8.3. Um espaco projetivo é um conjunto de pontos sendo que existem subconjuntos especiais,
denominados retas que satisfazem as seguintes condicées:

(i) Dois pontos estdo contidos em uma tnica reta.

(ii)) Sejam A, B, C' e D pontos tais que a reta AB intercepta CD. Entao AC intercepta BD. Em outras
palavras: se uma reta intercepta dois lados de um triangulo entao intercepta o terceiro.

(iii) Cada reta contém pelo menos trés pontos.
(iv) Existem pelo menos duas retas.
Vocé pode se perguntar: “eil e como achamos a dimensdo de um espaco projetivo?” N&ao vamos nos

preocupar em definir dimenséo sinteticamente (embora isso possa ser feito, com o auxilio de idéias semelhantes
as da Algebra Linear). Na verdade, para dimensdes maiores que 2, vale sempre o

Teorema 8.4. (Teorema de Desargues) Sejam Ay, Ay, As, By, B> e Bs pontos tais que A; e B; sao
colineares com um ponto C, i = 1,2,3 e nao haja pontos colineares entre C, Ay, Ay, Az nem entre C, By,
B>, B3. Entao os trés pontos definidos por P;; = intersecao das retas A;A; e B;Bj, i,j =1,2,3, i # j sao
colineares.

E para todos os espagos nos quais vale esse teorema (sim, existem planos projetivos nos quais esse teorema
nao vale!), podemos encontrar um anel de divisdo (que é quase um corpo; s6 nio vale necessariamente
a comutativa da multiplicacdo; um exemplo sdo os quatérnions, que podem ser encontrados em [5]) que
coordenatizam o espaco. Af definiremos dimensao com as coordenadas.

Exercicios

07. Prove que podemos definir planos projetivos usando as condigdes (i) a (iv) acima, mas trocando (ii)
por

(ii’) Quaisquer duas retas se interceptam.
Ou seja, que as duas defini¢cdes dadas aqui coincidem.

08. O plano de Moulton pode ser definido como o conjunto de pontos de R? no qual as retas sdo descritas
ou por uma equagao da forma x = ¢, ¢ constante real, ou da forma y = mx + b, m, b constantes reais. Sé



que o critério para um ponto pertencer a uma reta é diferente: um ponto (zo,yo) pertence a uma reta da
forma ¢ = ¢ quando zy = ¢. Se o < 0 ou m > 0, entdo (xo,yo) pertence a y = mx + b se, e somente se,
Yo = mxo + b (até aqui, normal). Agora, se zp > 0 e m < 0, entdo (xo,yo) pertence a y = mx + b se, e
somente se, yo = 2mxo + b.

AY

v

Adicione a esse plano as retas do infinito. Mostre que o plano de Moulton unida as retas do infinito
formam um plano projetivo no qual nao vale o teorema de Desargues.

Mas, voltemos a nossa generalizacao. Relembramos que podemos coordenatizar um plano projetivo a
partir de um corpo (ou anel de divisdo) K definindo-o como um conjunto P,(K) de ternas (z,y,z) # (0,0,0),
x,y,z € K, onde ternas da forma (z,y, z) e (kz, ky, kz) devem ser consideradas iguais, e na qual a reta dual
do ponto (a, b, c¢) é o conjunto de pontos (z,y,z) que satisfazem

ar +by+cz=0

Para espacos projetivos, ndo poderia ser muito diferente. Um espaco projetivo de dimensao d, baseado
no corpo K, pode ser definido como um conjunto de d+1-uplas ordenadas (ag, a1, - - -,aq) 7 (0,0,...,0), onde
d + l-uplas da forma (agp, a1, ...,aq) e (kag, ka1, ..., kaq), k € K, devem ser consideradas iquais. Notamos
esses espacos como Py(K).

Um subespaco de dimensao t de Py(K) é descrito por uma matriz H, (d—t) x (d+1), e de posto d—t (se
t = 1, o subespago é chamado de reta; se t = 2, o subespaco é um plano; se t = d — 1, temos um hiperplano).
Os pontos desse subespaco sao as solucdes do sistema homogéneo

c-H' =0

Nesse caso, como a equagdo agxg + a1x1 + - - - + agrg = 0 representa um hiperplano, ocorre dualidade
entre pontos e hiperplanos em vez de retas.



Também podemos descrever subespacos t-dimensionais da seguinte forma: é um conjunto {aoPy+ay P+
---+a; P}, onde ap, g, . . .,y sd0 elementos de Z/2Z e Py, Py, . .., P; sdo pontos linearmente independentes.
Observe que esse conjunto é o subespaco que passa pelos pontos Py, Pi,..., .. A descrigdo sintética é
préxima disso, mas é recursiva: tome dois pontos Py e P;. Todos os pontos da reta FyP; caracterizam o
subespago que passa por esses dois pontos e tem dimensao 1. Se houver um ponto P fora de Fy P, ligue P>
a todos os pontos de Py P, e junte a reta. Obtemos o plano Py P, P». Para obter o subespaco de dimensao 3
que passa por Py, P, P, e P, basta considerar o plano PyP; P, e as retas que ligam P3 ¢ PyP; P> a cada
ponto do plano. E assim por diante.

Exercicios

09. Prove que um subespago de dimensdo t de Py(GF(q), tem 1+ g+ -- -+ ¢* pontos. Dica: indugdo sobre
t.

10. Prove que o teorema de Desargues vale para todo espago projetivo de dimensao maior ou igual a 3.
Dica: prove o teorema para R? e tnte imitar a demonstra¢do no caso geral.

11. (IMC 2003) Encontre todos os inteiros positivos n para os quais existe uma familia F' de subconjuntos
de trés elementos de S = {1,2,...,n} que satisfaz as seguintes condigdes:

(i) Para quaisquer elementos distintos a,b € S existe exatamente um A € F tal que a,b € A.
(ii) Se a,b,c,z,y,z sdo tais que {a,b,z}, {a,c,y}, {b,c,z} € F entdo {z,y,z} € F.
Dica: reveja os axiomas de espagos projetivos!

8.2. Voltando aos cédigos de Hamming. ..

Considere a matriz de checagem de paridade H de Ham(r). Como H tem 2" —1=1+2+22 ... 4271
colunas, vamos pensar no espago projetivo de dimensdo r — 1. O que representam as linhas de H, em termos
de pontos de P._1(Z/2Z)? Lembrando que as colunas sdo os numeros de 1 a 2" — 1 em sua representacio
binaria, observamos que a linha ¢ representa os pontos cuja representacao bindria tem um 1 na sua i-ésima
casa, da esquerda para a direita. Ou seja, os pontos que nao pertencem ao hiperplano m;: z,_; = 0. Veja o

exemplo r = 4:
0

_= o O

0
1
1

— o oo
— - o
oo O
—= = O
oo o
_ o O
OO
—_ O
SO~
— O ==
O =
=

1
0
0 1 0

Note que, ao fazermos o produto escalar de dois vetores caracteristicos v e v de dois subconjuntos de
P._1(Z]2Z), estamos calculando a paridade da intersecdo desses subconjuntos, ji que estamos operando
mod 2 e

v =1<<= uy=v,=1<<= ieSu)eieSh) < iecSu)nS)

Assim, estamos procurando pelos conjuntos de pontos P tais que P N7; = P — 7; tem um nimero par

de pontos para ¢t =1,2,...,r.

Vamos considerar subespagos de P,_1(Z/27).

Lema 8.2. Todo vetor caracteristico de um subespaco de P,_1(Z/2Z) pertence a Ham(r).

Demonstracao

A intersegao de dois subespagos é um subespago (para ver isso, basta notar que para encontrar a intersegio de
dois subespagos precisamos resolver o sistema obtido juntando os sistemas correspondentes a cada subespago).
Logo, pelo exercicio anterior, a intersecio de dois subespacos tem cardinalidade da forma 1+ 2 + --- + 2%,
que é impar.

Logo, se P é um subespaco de P._(Z/27),
[P—m|=|P|—|PNm|=1-1=0 (mdd. 2)

Portanto o vetor caracteristico de P pertence a Ham(r). [



Lema 8.3. Sejam S(u) e S(v) subespacos de Pr._1(Z/2Z). Entao S(u) A S(v) = S(u +v).

Demonstracao

Decorre diretamente da definicdo de diferenca simétrica. [

Note que isso quer dizer que podemos trocar a soma de vetores binarios pela diferenca simétrica entre
os conjuntos que sdo representados pelos vetores.

Agora estamos prontos para caracterizar geometricamente Ham(r).

Lema 8.4. Todo subconjunto de P,_1(Z/2Z) tem intersecao nao vazia com algum dos conjuntos 7;.

Demonstracao

Como uma equacio de m; é z; = 0, uma equacdo de 7; é z; = 1. Logo, como cada ponto P de P,._1(Z/22)
tem alguma coordenada igual a 1, P pertence a algum dos conjuntos 7;. Na verdade, P € 7; se, e somente
se, a r — i-ésima coordenada de P ¢ igual a 1. [

Teorema 8.5. Ham(r) consiste nos vetores caracteristicos de todos os subconjuntos de P,._1(Z/2Z) obtidos
a partir da diferenca simétrica de retas de P,_1(Z/27).

Demonstracao

Seja P um subconjunto qualquer de P,._;1(Z/2Z). Suponha que [P| > 2 e considere dois pontos distintos de
P. Seja r a reta que passa por esses dois pontos. Entdo, como r tem 3 pontos, P’ = P A r tem no méximo
|P| — 1 pontos (afinal, estamos tirando pelo menos dois pontos de P e colocando no maximo um). Note que
P =P'Ar. Repetindo o procedimento um nimero finito de vezes, obtemos um conjunto Q vazio ou unitério.
Se Q = (), acabou. Se Q consiste de um ponto, do lema 8.4., esse ponto pertence a algum conjunto 7;, de
modo que o produto escalar dos vetores caracteristicos de Q e 7; é 1. Logo, nesse caso, o vetor caracteristico
de Q néo pertence a Ham(r). [

Note que esse teorema prova geometricamente que Ham(r) é 1-corretor de erro (e ndo melhor do que
isso) e que todo subespaco de Py(Z/2Z) pode ser escrito como diferenga simétrica de retas.

8.3. Cddigos de Hamming estendidos

Podemos melhorar um pouquinho os cédigos de Hamming, aumentando um pouquinho a sua distancia
minima.

Definicao 8.4. Considere o cédigo Ham(r). O cédigo de Hamming estendido Ham(r)* é obtido estendendo
cada vetor de Ham(r) em uma posicao; atribuimos a essa nova entrada o valor 0 ou 1 de modo que cada
vetor tenha um numero par de uns.

Exemplo 8.1.

O cédigo a seguir é Ham(3)*.

00000000 11111111
11100001 00011110
10011001 01100110
10000111 01111000
01010101 10101010
01001011 10110100
00110011 11001100

00101101 11010010



Teorema 8.6. Ham(r)* é um [2",2" — 1 — r]-cédigo linear com distancia minima 4.

Demonstracao

Primeiro temos que provar que Ham(r)* é linear, isto é, é um espago vetorial. Para isso, basta mostrarmos
que, para u*,v* € Ham(r)* temos u* + v* € Ham(r)*.

Sejam u e v os vetores correspondentes em Ham(r). Sabemos que u + v € Ham(r), assim sé basta
provarmos que a dltima entrada de u* +v* é 1 se w(u +v) é impar e 0 caso w(u +v) é par. Mas nao é dificil
ver que w(u) + w(v) = w(u+v) (méd. 2). Se w(u + v) é impar, w(u) e w(v) tém paridades diferentes, ou
seja, a ultima entrada de um dos vetores u*,v* é 1 e do outro vetor é 0. Logo u* + v* tem como ultima
entrada 1. Da mesma forma, se w(u +v) é par, w(u) e w(v) tém a mesma paridade e, portanto, u* + v* tém
nimeros iguais na ultima entrada. Conseqiientemente, u* + v* tem como ultima entrada 1. Logo Ham(r)*
é um espaco vetorial.

*

N&o é muito dificil ver que Ham(r)
lineares!!).

e Ham(r) tém a mesma dimensdo (basta pensar em combinagdes
Agora, sendo Ham(r)* linear, basta provar que w(Ham(r)*) é 4. Mas isso é ficil: w(Ham(r)*) é par e
é no minimo 3 e no maximo 4. Logo a distancia minima de Ham(r)* é 4. [

Vamos construir agora uma matriz de checagem de paridade de Ham(r)*. E natural utilizarmos a matriz
de Ham(r).

Teorema 8.7. Seja H uma matriz de checagem de paridade de Ham(r). Entao podemos obter uma matriz
de checagem de paridade de Ham(r)* da seguinte forma: acrescente uma coluna de zeros a H; em seguida,
adicione a matriz obtida uma linha de uns.

Exemplo 8.2.

Uma matriz de checagem de paridade de Ham(3)* é

—_o O -
[ I = )
— -0 O
=
——= O
— == O
—
= ]

Demonstracao

Como Ham(r)* é [2",2" — r — 1]-linear, suas matrizes de checagem de paridade devem ser (r + 1) x 2.

Provemos que a matriz construida H* tem posto r + 1. As r primeiras linhas sao linearmente indepen-
dentes, pois parte delas sdo as linhas de uma matriz de checagem de paridade de Ham(r). E como a tltima
entrada da dltima linha de H* é 1, enquanto a das outras linhas é 0, a ultima linha de H* ndo pode ser
escrita como combinagdo linear das outras linhas. Logo H* tem posto r + 1.

Para terminar, basta provar que todas as linhas sdo ortogonais a todos os vetores de Ham(r)*. As r
primeiras linhas sdo ortogonais a todos os vetores de Ham(r)* pois sdo ortogonais aos vetores de Ham(r) e
a ultima entrada nado interessa, pois a ultima entrada das linhas correspondentes é zero. A tltima linha é
ortogonal a todos os vetores de Ham(r)* pois o produto escalar dessa linha com um vetor de Ham(r)* é a
soma de suas entradas vista mdéd 2, que é sempre zero, ja que todos os vetores de Ham(r)* tém um nimero
par de uns. [

Exercicios

12. (OBM 2002) Arnaldo e Beatriz se comunicam durante um acampamento usando sinais de fumaca, as
vezes usando uma nuvem grande, as vezes uma pequena.



No tempo disponivel antes do café da manha, Arnaldo consegue enviar uma seqiiéncia de 24 nuvens.
Como Beatriz nem sempre consegue distinguir uma nuvem pequena de uma grande, ela e Arnaldo fizeram
um dicionario antes de ir para o acampamento. No diciondrio aparecem N seqiiéncias de 24 tamanhos de
nuvem (como por exemplo a seqiiéncia PGPGPGPGPGPGGPGPGPGPGPGP, onde G significa nuvem
grande e P significa nuvem pequena). Para cada uma das N seqiiéncias, o diciondrio indica seu significado.
Para evitar interpretagoes erradas, Arnaldo e Beatriz evitaram incluir no diciondrio seqiiéncias parecidas.
Mais precisamente, duas seqiiéncias no dicionario sempre diferem em pelo menos 8 das 24 posicoes.

Demonstre que N < 4096.

Observacao: o c6digo de Golay Ga3 estendido (notado por Gay) tem 4096 vetores com 24 entradas e
com distancia minima 8. Familiar? Se vocé quiser entender melhor a construcao de G4, veja, por sua conta
e risco (a construgdo é um pouco enroladal!), [6].

8.4. Generalizagoes e outras aplicagoes de cédigos de Hamming

Podemos generalizar cédigos de Hamming para GF(q), ¢ poténcia de primo. Os codigos de Hamming
continuam sendo cédigos perfeitos e sdo construidos de modo andlogo, assim como sua versdo estendida.

Cddigos de Hamming, além de corrigirem erros, podem ser utilizados para compactar dados com pouca
perda de informacéo. Isso vem do fato de Ham(r) ser perfeito e 1-corretor de erro: em vez de guardar uma
n-upla bindria x, n = 2", encontramos o vetor ¢ € Ham(r) mais préximo a z e guardamos a (n — r)-upla
menor m, que é a Unica solu¢do de m - G = ¢, onde G é uma matriz geradora de Ham(r). Para decodificar
m, basta tomarmos ¢ = m - G.

Como Ham(r) é perfeito e l-corretor de erro, para todo z existe um vetor ¢ nesse codigo tal que a
distancia entre z e ¢ é no maximo 1 e ¢ é unico. Assim, o erro na descompactacdo é no maximo de uma
posicao.

Todavia, o problema de compactar dados é, de certo modo, dual ao problema de corrigir erros. Bons
cédigos corretores de erro tém distancia minima grande e bastantes vetores. Em contraste, bons cédigos de
compactagao de dados tém distdncia minima pequena (nesse caso, pensamos em raio de cobertura, o menor
d tal que as esferas de raio d e centro nos vetores do cédigo cobrem todo o espaco de todos os possiveis
vetores) e poucos vetores.

9. Um pouco mais sobre c6digos e geometria projetiva

Ainda néo respondemos a seguinte pergunta: existem cédigos que corrijam um nimero arbitrario de erros?

A resposta a essa pergunta vem, por incrivel que pareca, da geometria projetiva. Mas antes de falarmos
de retas e pontos, um lema.

Lema 9.1. Seja C' um cddigo linear de vetores de n entradas com matriz de paridade H. Entao

d(C) > d < todo conjunto de d — 1 colunas de H é linearmente independente

Demonstracao

Como C é um cédigo linear, d(C) = w(C). Seja w = w(C).

Demonstremos a volta primeiro. Seja v = (v, v2,...,v,) um vetor de C' de peso minimo w. Sendo
hi,ha,...,h, as colunas de H, temos

v-Ht =0 < vihy +vohe + -+ +vh, =0

Logo a soma de w colunas é nula, ou seja, essas w colunas ndo sao linearmente independentes. Logo
w>d—1 < d(C) >d.



Reciprocamente, suponha, por absurdo, que existam s < w — 1 colunas que nao sao linearmente inde-
pendentes, ou seja, que

hi1+hi2+"'+his:0

Considere o vetor z cujas entradas ndo nulas sdo as de posi¢ao iy, i, ... ,is. Temosz-H! =0 < z € C,
o que é uma contradicdo, ja que w(x) = s < w. |

Vamos refrasear o problema de encontrar ¢-cédigos corretores de erro em termos de geometria projetiva.

Definigao 9.1. Um conjunto de pontos de um espaco projetivo coordenatizado é independente quando os
vetores correspondentes aos pontos sao linearmente independentes.

Veja que é muito facil construir conjuntos de ¢ pontos independentes em um espaco de dimensao d,
t < d+ 1. Basta tomar os ¢ pontos (1,0,0,...,0), (0,1,0,...,0), ..., (0,0,0,...,1,...,0), em que o i-ésimo
ponto tem todas as coordenadas nulas, exceto a i-ésima.

Defini¢ao 9.2. Um conjunto de n pontos de um espago projetivo é um (n,s)-conjunto se s é o maior
inteiro positivo para o qual todos os seus subconjuntos de s elementos sao independentes.

Teorema 9.1. Sejan e r inteiros positivos. Um [n,n —r]-cédigo linear de distancia minima d (e, portanto,

L%J -corretor de erro) existe se, e somente se, existe um (n,d — 1)-conjunto de n pontos no espago projetivo
B.1(2)22).

Demonstracao

Seja C' um [n,n — r]-cédigo com distancia minima d e H uma de suas matrizes de checagem de paridade.

Pelo lema anterior, as colunas de H sao n r-uplas bindrias, sendo que quaisquer d—1 delas sao linearmente
independentes. Consideremos esses vetores como coordenadas de pontos de P._1(Z/2Z). O conjunto M
formado tem n pontos, sendo que quaisquer d — 1 deles compdem um conjunto independente. Além disso,
d — 1 é o valor méximo para o qual isso acontece, pois se no lugar dele fosse D > d — 1 a distancia minima
seria pelo menos D + 1 > d.

Reciprocamente, considere um (n,d — 1)-conjunto M de P._1(Z/2Z). Considere as coordenadas dos
pontos de M como colunas de uma matriz H, r X n. Escalonando completamente a matriz, obtemos uma
matriz H' de posto p, sendo que as p primeiras linhas contém como submatriz a matriz identidade I, e as
demais r — p linhas sao nulas. Troque a p + 1-ésima linha de zeros por 1. Isso aumenta o posto em 1 e
ndo altera a (d — 1)-independéncia das colunas. Repita o procedimento até obter uma matriz de posto r.
Considere o cédigo definido por

C={xeZ/2Z"|z-H" =0}

Como quaisquer d — 1 colunas continuam independentes, pelo lema 9.1., d(C) > d. |

Agora que sabemos da existéncia de cddigos que corrigem um nimero arbitrario de erros, queremos
agora os cddigos mais amplos e que corrigem o maior niimero de erros.

Primeiro vejamos qual é a maior distancia minima possivel de um [n,n — r]-cédigo linear.
Teorema 9.2. (limitante de Singleton) Seja d a distancia minima de um [n,n — r]-cédigo linear. Entdo

d<r+1



Demonstracao

Seja C um [n,n — r]-cédigo linear. Sendo C' linear, basta provarmos que w(C) < r + 1. Isso é simples:
considere a matriz geradora G de C. Essa matriz é (n —r) X n e tem posto n — r. Assim, escalonando G
obtemos uma matriz G', que também é geradora de C' (lembre que C' é um espago vetorial):

100 ... 0
010 ...0
G'=]10 01 0 G*
000 ... 1
Como cada linha de G* tem no méaximo r entradas ndo nulas, w(C) <r + 1. [

Defini¢ao 9.3. Um [n,n — r]-cddigo linear C' que satistaz w(C) = r + 1 é chamado cédigo MDS (do inglés
“maximum distance separable”).

Do teorema anterior, a existéncia de cédigos lineares depende da existéncia de conjuntos independentes
em espagos projetivos.

Definigao 9.4. O maior nimero n tal que existe um (n,d — 1)-conjunto em P,_;(q) é denotado por
mdxq—_1(n,q).

Assim, méx,(r,2) é o maior comprimento de um [n,n — r]-cédigo MDS linear. Pode-se provar, por
exemplo, que méaxz(r,2) = 2"~!. Mas ainda ndo foram calculados os valores de méaxz(r,q) para todos os
valores de ¢.

Exercicios

13. Prove que maxa(r,q) =¢" ' +q¢" 2+ +q+ 1.
14. Prove que méxs(r,2) = 2L

Vamos agora falar de cédigos de Reed-Muller. Porém, para definirmos cédigos de Reed-Muller, vamos
usar geometria afim.

10. Geometria afim

Definimos geometria afim a partir da geometria projetiva (embora o mais usual seja o inverso!). E, por
incrivel que pareca, é mais facil trabalhar com geometria projetiva do que com afim (vocé vai entender por
que logo).

Definigao 10.1. Seja P um espaco projetivo com dimensdo d > 2 e seja H,, um hiperplano de P. O
conjunto A = P — H,, no qual as retas (ou mesmo os subespacos) de A sdo as mesmas de P, tirando os
pontos de H.,, é um espago afim de dimenséo d.

O hiperplano H, costuma ser chamado hiperplano no infinito e seus pontos, pontos no infinito. E
dizemos que dois subespacos U e W sao paralelos e denotamos U || W quando U N Hy, = W N Hy.

Do mesmo modo que existem espagos projetivos finitos, é claro que existem espacos afins finitos e
podemos coordenatiza-los.

Considere o espago projetivo coordenatizado P;(K), sendo K um corpo. O espago afim baseado em
K, denotado por Ay4(K), é obtido tomando como hiperplano no infinito Ho:xo = 0. Nesse caso, A4(K)
consiste nas (d + 1)-uplas (zo, z1, ..., Zq) nas quais zg # 0 e (zo, z1,...,2q) € (kxo, kx1,...,kzs) devem ser
considerados iguais. Porém, podemos escolher k tal que kzo = 1. Assim, reduzimos A4(K) as (d + 1)-uplas
(1,z1,...,24). Por fim, podemos eliminar o 1 da primeira coordenada, que é redundante, e obtemos d-uplas
(x1,...,2q4). Desta vez, (x1,...,xq) e (kx1,...,kxy) sdo pontos diferentes!

A reta que passa pelos pontos P = (p1,...,p4) ¢ @ = (qu,...,¢94) é dada por {P + AQ = (p1 +
A1, -5Da+Aga) | A€ K}

Contemos o numero de pontos em subespagos de espagos afins finitos.



Teorema 10.1. Seja A;(K) um espaco afim de dimensao d baseado num corpo K com q elementos. Entao

cada reta de A4(K) contém q pontos e, de modo mais geral, os subespacos de dimensao t de A4(K) contém
t

q° pontos.

Demonstracao

Dados os pontos P e @, e sendo PQ = {P + AQ | A € K}, temos g escolhas para A, logo cada reta tem ¢
pontos.

O nimero de pontos de um subespago S de dimensdo ¢t do espago Py(K) é 1+ ¢+ -+ + ¢*. Devemos
subtrair desse total os pontos que pertencem ao hiperplano H.,:z9 = 0. Essa equacao, junto com as que
geraram S em P;(K), definem um subespago de dimensdo t — 1, e que tem 1 + ¢ + --- + ¢* ! pontos. Logo
o total de pontos do subespago correspondente a S em Aq(K) é1+q+---+¢'—(1+q+--+¢" ) =¢' g

Teorema 10.2. Seja U um subespago, de dimenséo t, de Py(K) ou A4(K), sendo que o corpo K contém
q elementos. H4 ¢?~t~' 4 -.. 4+ ¢ + 1 subespacos de dimensdo t + 1 que contém U.

Demonstracao

Primeiro vamos demonstrar o resultado para espacos projetivos.

Haqg?+-- +q+1—(¢t+--+q+1)=q? +--- + ¢! pontos de Py(K) fora de U, logo basta escolher
um desses pontos e ligar todas as retas que ligam esse ponto a cada ponto de U. Assim, hd, a principio,
g%+ --- + ¢*T! subespacos. Todavia, um subespaco de dimensdo ¢ + 1 tem ¢**t' + --- + ¢ + 1 pontos, sendo
¢' + - +q+1em U. Assim, cada subespaco contém ¢**! + - -+ g+ 1— (¢ + -+ ¢+ 1) = ¢**! pontos
fora de U, de modo que estd sendo contado ¢t*! vezes.

Logo ha (¢% + -+ + ¢*t1) /¢! = ¢¢ 171 + .- + ¢ + 1 subespacos de dimensdo ¢ + 1 que contém U.

Para espacos afins, a demonstracdo é a mesma. Sé que temos que excluir de U e dos subespagos que
contém U os pontos no infinito, o que poderia excluir um subespaco inteiro. Mas como U ndo estd contido
no hiperplano no infinito, nenhum subespaco esta. [

11. Cddigos de Reed-Muller

Considere Aq(Z/2Z). Numere os pontos de A4(Z/2Z) em qualquer ordem (vocé pode ler as d-uplas na base
2 e associar a esse ndmero, se quiser), P;, Ps,..., Pya. Definimos o vetor caracteristico de um subconjunto
M de Aq(Z/2Z) como x(M) = (a1,az,...,a2¢) com a; = 0se P; ¢ M ea; =1se P, € M. A partir de
agora, ndo distinguiremos x(M) e M, ou seja, os subconjuntos de pontos de Aq(Z/2Z) serdo, para nés,
vetores de Z/272".

Definicao 11.1. O cdédigo de Reed-Muller de ordem r é o cédigo C' C Z/2Z2d gerado por todos os
subespacos de dimensdo d — r de Aq(Z/2Z).



Exemplo 11.1.
Considere d = 3. Representamos A3(Z/2Z) a seguir.

6 7
L

4

Se r =1, os vetores caracteristicos dos 14 planos (por que sdo s6 14, e ndo 157) sio

11110000 00001111
11001100 00110011
11000011 00111100
10101010 01010101
10100101 01011010
10011001 01100110
10010110 01101001

O subespago gerado por esses vetores é

00000000 11111111
11110000 00001111
11001100 00110011
11000011 00111100
10101010 01010101
10100101 01011010
10011001 01100110
10010110 01101001

Se r = 2, basta tomar todas as retas, ou seja, todos os vetores caracteristicos dos conjuntos de dois
pontos como geradores.

Da mesma forma que fizemos com os c6digos de Hamming, podemos descrever os codigos de Reed-Muller
como diferencas simétricas de subespagos de dimensao d — r.

Veja que os codigos de Reed-Muller sdo claramente lineares. Assim, para achar a distancia minima de
um codigo de Reed-Muller, basta calcular o peso minimo desse cédigo.

Teorema 11.1. Seja C o cédigo de Reed-Muller de ordem r. Entao

d(C) = 20-7



Um vetor de C' tem peso 297" se, e somente se, é o vetor caracteristico de um subespaco de dimensdo d —r
de A4(Z/27).

Demonstracao

Observe que a caracterizagdo geométrica de céddigos de Hamming foi feita com uma indugdo. Usamos
indugdo quando estamos estudando coisas sem muita estrutura ou dificil de caracterizar de modo simples,
como retas em espacos projetivos. Nesse caso, temos subespacos de um espacgo afim, que também nado sao
muito estruturados e de caracterizacao simples, de modo que faremos inducao sobre d — r.

Comecemos pela base de indugdo. Se d —r = 1 <= 297" = 2, basta provar que nenhum vetor de
peso 1 pertence a C. Mas isso é 6bvio, visto que os vetores caracteristicos dos subespagos de dimenséo 1 (ou
seja, retas) tém peso 2 e a paridade de pesos é invariante moéd 2 quando somamos vetores. Isto é, o peso de
todos os vetores de C' é par. Como todo par de pontos de A4(Z/2Z) forma uma reta, a igualdade ocorre se,
e somente se, consideramos uma reta.

Vamos ao passo de induc¢do. Suponha que d —r > 1 e que o teorema vale para todos os cédigos de
Reed-Muller de com d' — ' < d —r. Seja M um conjunto arbitrério de subespagos de dimensdo d — r de
Aq4(Z]2Z) e H o conjunto definido pela diferenca simétrica de todos os subespacos de M. Temos que provar
que H tem pelo menos 2?9~ pontos, com igualdade se, e somente se, é um subespaco de dimensao 2¢~".

Suponha que |H| < 277", Mostremos que H é um subespaco de dimensio d—r. Faremos isso em quatro
passos.

Como usar a hipétese de indugdo? Podemos pensar num espaco de dimensdo menor que d, e nada mais
natural que um subespago de A4(Z/27).

Passo 1. Seja U um subespago de dimensédo s de Ay(Z/2Z), comr+1<s <d—1. Entdo HNU é um
vetor do cédigo de Reed-Muller de ordem r de U. Pela hipétese de indugao, sendo s —r < d—r, HNU é
vazio ou contém pelo menos 2°~" pontos, sendo a igualdade ocorre se, e somente se, H N U é um subespac¢o

de dimensao s — r de U.

Observando que (AAB)NC = (ANC)A(BNC), vemos que HNU é a diferenga simétrica das intersegoes
de U e dos subespagos de M. Seja entdo M € M e consideremos M NU. Se M NU = P, ndo ha problemas,
jd que A A () = A. Suponha, entdo, M NU # 0. Assim, M NU é um subespaco de A4(Z/27).

Para achar a dimensao de M NU, basta ver que M é o conjunto verdade de um sistema de r equagdes
homogeéneas, tirando os pontos no infinito e U é o conjunto verdade de um sistema de d — s equagdes
homoggéneas, tirando os pontos no infinito. Assim, M NU é o conjunto verdade de um sistema de r +d —s =
d — (s —r) equagdes homogeéneas, tirando os pontos do infinito. Como a matriz desse sistema tem posto no
maximo d — (s — r), o numero de varidveis arbitrarias é pelo menos d+1— (d — (s — 7)) = s —r + 1. Assim,
a dimensdo de M NU é pelo menos s — r.

Como podemos escrever um subespaco de dimensdo maior que s — r como unido disjunta de subespagos
paralelos de dimensdo s —r (tente provar isso, tendo em vista a construcio de espacos projetivos a partir de
seus pontos!), o vetor caracteristico de M NU pertence ao c6digo de Reed-Muller de ordem r em U. Sendo
esse codigo linear, H NU é um vetor desse codigo.

Observemos que, do teorema 10.2., se considerarmos um subespaco U, de dimensio r, h4 24771 4... +
2+ 1 = 29" — 1 subespacos de dimensdo r + 1 que contém U,, um niimero bem préximo de 2¢~". Vamos
usar isso a nosso favor.

Primeiro, vamos conseguir um subespaco U, interessante. Mas nao parece ser facil encontrar um subes-

pago assim diretamente, de modo que vamos usar inducao.

Passo 2. Seja P um ponto de ‘H. Entdo, parai € {0,1,...,r} existe um subespaco U;, de dimensao i, cuja
intersegdo com H consiste apenas de P.

Isso é claro para i = 0 (Up é um ponto!). Suponha que i > 1 e que a afirmagio é verdadeira para i — 1.
Considere o subespaco U;—1. H corta esse subespaco em apenas um ponto. Vamos mostrar que existe um



subespaco de dimensdo i que corta H em sé6 um ponto. Seja S; a familia de subespacos de dimensdo i que
contém U; ;. Temos |S;| = 2971 — 1. Se todos os subespacos de S; cortam H em mais de um ponto (veja
que P € U;_; pertence a todos tais subespagos), # contém um ponto de cada subespaco fora de U;—;. Como
dois subespacos de S; tém como intersecio somente U;_;, H contém pelo menos 24—+ — 1 41 = 24—+l
pontos (um de cada subespaco de S; e P). Mas 247! > 24" absurdo. Logo existe U;.

Agora, usaremos U, a nosso favor.
Passo 3. |H|=2¢"".

Considere U = U,. Aplicando o passo 1 a um subespaco V de dimensdo r + 1 que contém U,., temos
que H NV é uma palavra de um cédigo de Reed-Muller, que tem peso pelo menos 2. Assim, H NV tem
pelo menos dois elementos, um de U, e outro fora de U,. Assim, utilizando um argumento anilogo ao
passo anterior e sabendo que hé 2?9~" — 1 subespacos de dimensdo r + 1 que contém U,, concluimos que
|H| > 297" —1+1=2%". Logo, como supomos |H| < 2%, o resultado segue.

Agora que conseguimos uma parte do teorema, precisamos provar a outra.
Passo 4. Os pontos de ‘H formam um espacgo afim de dimensao d — r.

Observe que, do passo 3, todo subespacgo de dimensao r 4+ 1 que contém U,., um subespaco que corta H
em um tnico ponto, corta H em dois pontos, que formam por si sé um espaco afim de dimensdo 1. Além
disso, o préprio U, corta H em um unico ponto, que é um subespaco de dimensdo zero. Assim, parece
razodavel tentarmos provar o seguinte fato:

Vamos dizer que um subespaco de dimensao r é bom quando corta H em exatamente um ponto. Entao
se Ws é um subespaco de dimensao s, r < s < d, que contém um subespaco bom entao Wy NH é um
subespacgo de dimensao s — r.

O caso d prova o passo 4, pois Wy NH seria um subespaco de dimensdo d — r, com 2?~" pontos. Como
H tem essa mesma, quantidade de pontos, Wy NH = H.

J4 provamos acima os casos s =r e s =7 + 1. Vamos tentar encaixar (de novo!) uma indugéo.

Suponha que r +1 < s < d e assuma que o resultado é valido para s — 1 e s. Provaremos que vale
também para s + 1.

Considere um subespaco W que contém um subespago bom G. Seja Ws_; um subespacgo, de dimensio
s — 1, de W que contém G. Pela hipétese de inducdo, X = H N Ws_; é um subespago de dimensdo
s —1 —r. Ha exatamente trés subespacos s-dimensionais Uy, Uy, U, que passam por W,_;. Logo, de novo
pela hipétese de inducao, X; = HNU;, ¢ = 0,1,2, sdo trés subespacos de dimensao s — r. Veja que como
U DWs_y = HNU; D HNW,_q1, 0s X;’s contém X.

Suponha que Xy = X;. Considere as bases de Xy e X;. Temos s — r 4+ 1 geradores tanto para Xg
como para X;. Para completar para Uy e Uy, faltam r geradores. Porém, considere X C Ws_;. X tem
dimensdo s — 1 —r e W,_; tem dimensdo s — 1. Assim, para completar uma base de X para uma base de
Ws_1 faltam r geradores, que sdo os mesmos que completam X, e X; para Uy e Uy, respectivamente. Logo
se Xg = X; entao Uy = Uy, absurdo. Portanto os trés subespacos Xy, X1 e X5 sdo distintos, de modo que
XoNXi=XoNnXo =X1NXo =XoNX1NXe=X.

Considere o subespaco de dimensdo s —r + 1 que é gerado por Xp e X;. Como Xy e X; estao contidos
em W esse subespaco também estd contido em W. Esse subespaco contém exatamente trés subespagos de
dimensao s — r que passam por X, que s6 podem ser Xy, X; e Xo. Logo X> estd contido nesse subespago e
portanto Xy, X; e X3 estdo contidos num espaco de dimensdo s + 1 — r. Seja Y esse subespaco. Podemos
concluir que Y C H, pois de |Xo U X; U Xs| = | Xo| + | X1| + | X2] — (| Xo N X1| + | Xo N X2| + | X1 N X)) +
I XoNX;NXy| =3-25 7325714 257771 = 25F177 ¢ |Y| = 2517 concluimos que Xo UX; UXo =Y.
Assim, Y seria nosso tdo sonhado subespacgo de dimensio s+ 1 —r contido em H e conseguimos nosso passo
de inducao e o teorema. ]




11.1. Aplicagoes dos cédigos de Reed-Muller

Os c6digos de Reed-Muller foram protagonistas de uma das aplicacbes mais importantes da Teoria dos
Cddigos: eles foram utilizados para codificar fotos enviadas de satélites para a Terra.

A meta da missdo Mariner 9 em 1971 era sobrevoar Marte e fotografar sua superficie inteira. Essas
fotos seriam enviadas para a Terra e é claro que ao transmitirmos esses dados por essa gigantesca distancia
muitos erros devem ocorrer. Assim, esses dados deveriam ser codificados por um cédigo muito bom, pois
caso contrario todas as imagens tiradas pelos sofisticados equipamentos no satélite continuariam invisiveis
para nés na Terra.

Cada foto tinha uma resolucao de 700 x 832 pixels, sendo que cada pixel era uma 8-upla que representava
um tom de cinza (sim, as fotos era em preto, branco e muito cinzal).

Esses dados foram divididos em blocos de 6 bits cada. Cada bloco foi codificado por um vetor de peso
32 (isto é, hd 26 bits redundantes para corrigir erros). Para isso, foi utilizado um cédigo de Reed-Muller
de ordem 1 e cujos vetores tinham tamanho 64 (gerado pelos hiperplanos de Ag(Z/2Z)). Esse cédigo é
7-corretor de erros.
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