Combimetria ou Geonatoria?

Carlos Shine

Vamos ver algumas ideias e técnicas para resolver problemas que misturam geometria e combinatéria.

1 Distancias, triangulos e angulos

Muitos problemas se relacionam a distancias, seja quantidade delas como maiores ou menores distancias. Para
isso, as seguintes ideias sao tteis:

e Dados trés pontos A, Be C, AB+ BC > AC, com igualdade se, e somente se, B esta sobre o segmento
AC.

e Em um triangulo, o maior lado se opde ao maior angulo interno e o menor lado se opée ao menor angulo
interno. Em particular, o maior lado de um triangulo obtusangulo (ou retangulo) se opoe ao angulo obtuso
(ou reto).

Exemplo 1. Seja S um conjunto finito de pontos. Prove que se A, B, C, D sdo pontos distintos de S tais
que AB e C'D sdo ambos segmentos de distancia mdxima, entdo esses segmentos se cortam em seus respectivos
interiores.

Solugao: Use a desigualdade triangular. Se ABC'D é um quadrilatero convexo entdo AC' + BD > AB + CD:
sendo P a intersecao de AC'e BD, temos AP+PB > ABeCP+PD >CD,e AC+BD = AP+PB+CP+DP >
AB + CD. Se o fecho convexo de A, B, C' e D é um triangulo entdo, supondo que D estd dentro do fecho
convexo temos AC > CD ou BC > CD, pois prolongando CD até encontrar o segmento AB em () temos
ZCQA > 90° ou ZCQB > 90°, de modo que um dos triangulos AQC ou BQC é obtusangulo ou retangulo,
sendo o angulo obtuso ou reto em Q.

2 Cobrindo figuras

Problemas desse tipo podem ser resolvidos com uma variedade bastante grande de técnicas. Uma mistura de
casos extremos, casa dos pombos e saber construir exemplos geralmente funciona bem.

Exemplo 2. (EUA) Um reticulado no plano cartesiano consiste em todos os pontos (m,n), onde m e n sio
inteiros. FE possivel cobrir todos os pontos do reticulado com uma familia infinita de circulos cujos interiores
nao se sobrepoem se cada circulo da familia tem raio maior ou igual a 59

Solugao: A resposta é nao (os circulos sdo muito grandes, nao?). Para isso, suponha que existe uma cobertura
desse tipo e seja C' o maior circulo que nao se sobrepoe com algum circulo da familia. Entao o seu raio r deve
ser menor do que v/2/2; caso contrario, C' cobriria um ponto do reticulado, que nao seria coberto pela familia.
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Além disso, C' tangencia pelo menos trés circulos Cy, Cy, Cs da familia. Sejam O, O1, Oy e O3 os centros
dos circulos C, C7, Cs, (3, respectivamente. Entao um dos angulos 201002, Z02,003, Z03007 é menor ou
igual a 120°. Suponha, sem perdas, que é Z0100. Entao, pela lei dos co-senos,

0,03 < 00% + 003 + 00 - 00,

Sejam 71 e 19 0s raios de C e Cs, respectivamente. Entdao 0109 > r1 + 19, OO1 =1 +11 ¢ O03 =1 +713.
Substituindo, obtemos

(r1 + r2)2 < (r+ r1)2 + (r+ 7“2)2 +(r4+r)(r+mr) <~ 12r% > (ry — 3r)(re — 3r)

Mas 7 < v/2/2 e r{ e 75 sdo maiores ou iguais a 5, de modo que

12r2 > (5-3r)? <= 2V3r>5-3r «<— r> ———
3+2V3

5 V2
3+2\/§> 27

Um calculo rapido mostra que e o problema acabou.

3 Principio do extremo

Considerar a maior (ou menor) distancia ou algum tridngulo de drea maxima (ou minima) ou ...méximo (ou
minimo) pode ser bastante 1til.

Exemplo 3. (OBM) Eziste um conjunto finito de n > 2 pontos no plano tais que ndo hd trés pontos colineares
e o circuncentro de quaisquer trés pontos pertence ao conjunto?

Solugao: Nao. Fazendo alguns desenhos vocé deve perceber que se vocé tentar achar um conjunto A satisfazendo
as condigoes do problema, os circuncirculos vao ficando muito pequenos (ou muito grandes, dependendo de como
vocé tentar construir). Entao usar o principio do extremo parece ser uma boa ideia para formalizar a ideia de
que os circuncirculos encolhem ou crescem indefinidamente.

Seja C'D um segmento com extremos em A tal que sua medida seja minima. Como existe pelo menos um
ponto E no conjunto A que nao pertence a reta CD, existe pelo menos um ponto de A na mediatriz » de C' D
(o centro da circunferéncia passando por C, D e E). Seja, entdao, P € r N A tal que a distancia de P a CD é
minima.

Como, por definigao, PC' = PD > CD, o triangulo CDP é acutangulo, logo, sendo O o seu circuncentro,
OernAed(O,r)<d(P,r), contradigao.

Podemos observar que na resolucdo dada supbe-se apenas que os pontos de A nao estdo todos sobre uma
mesma reta.

4 Onde estao os pontos?

Na grande maioria dos problemas de Geometria, o primeiro passo é fazer uma figura que representasse bem a
situacao. E se isso nao possivel? E se nao for possivel nem mesmo desenhar uma figura?

Nesses casos, se nao podemos dizer onde estao exatamente os pontos, nés pelo menos procuramos suas
possiveis posi¢oes. Sendo um pouco mais especifico, verificamos em que regiao ou regioes estd o ponto.



Exemplo 4. Sao dados n > 3 pontos no plano de forma que quaisquer trés deles formam um triangulo de drea
menor que 1. Mostre que todos os n pontos estdo no interior de um triangulo de drea menor que 4.

Solugao: Considere o triangulo ABC com vértices em trés desses pontos que tem area maxima. Essa drea é
menor do que 1. Onde podem estar os outros pontos? Eles ndao podem estar mais distantes de BC do que A,
pois sendao dariam um triangulo de drea maior que a de ABC. O mesmo argumento vale para os outros dois
lados. Entao eles devem estar confinados na seguinte regiao:

N\ A /B

Mas essa regido tem area exatamente igual a quatro vezes a drea de ABC, ou seja, é menor do que 4.
Deslocando um pouquinho cada lado de A’B’C’ para fora, podemos obter um triangulo de 4rea menor do que
4 ainda, terminando o problema.

5 Fecho convexo

Fecho convero de um conjunto S de pontos (finito ou infinito) limitado no plano (poderia ser do espago ou de
figuras com mais dimensoes ainda) é a menor figura convexa que contém S. No caso do plano, é figura obtida
quando soltamos um eldstico esticado em torno de S.

Exemplo 5.

E dado um conjunto de N discos de raios unitdrios. Esses circulos podem se intersectar (mas ndao coincidir).
Mostre que existe um arco de comprimento maior ou igual a 2w /N pertencendo a circunferéncia de um desses
discos que nao € coberto por nenhum outro disco.

Solugao: Consideremos o fecho convexo H desse conjunto de discos. Um arco que esteja na borda do fecho
convexo nao pode ser coberto por outro disco. A juncao de todos os arcos no bordo de H é um circulo de raio
unitario. Como este circulo tem perimetro 27 e no maximo juntamos N arcos, pelo menos um dos arcos da
jungao é maior ou igual a 27 /N.

6 Contagem e geometria

Muitas contagens podem ser simplificadas com ideias geométricas. Listamos aqui alguns cldssicos:

e Uma reta é determinada por dois pontos; se o conjunto de pontos em questao tem n pontos, sem trés
colineares, ha (g) retas determinadas por esses pontos.

e Um circulo é determinado por trés pontos; se o conjunto de pontos em questao tem n pontos, sem quatro

conciclicos, ha (g) circulos determinadas por esses pontos.

e Um ponto equidistante a dois outros pontos A e B estd sobre a mediatriz de AB. Isso ajuda a contar
triangulos isésceles, por exemplo.

Exemplo 6. (IMO) Sejam n e k dois inteiros positivos e seja S um conjunto de n pontos num plano tais que



(i) Nao haja trés pontos de S que sejam colineares;
(ii) Para qualquer ponto P, hd pelo menos k pontos de S que sao equidistantes de P.
Prove que k < 1/2++/2n.

Solugao: Pontos equidistantes, como citamos, lembram mediatriz. Entao considere as mediatrizes de pontos
de S. H4 no maximo (Z) mediatrizes (mediatrizes de dois segmentos podem coincidir!). Agora, para cada ponto
P, considere todos os pelo menos (g) pares de pontos equidistantes a P. Esses pares determinam pelo menos
(];) mediatrizes, todas passando por P.

Contemos, entao, de duas maneiras, a quantidade N de pares (P,¢), em que P é um ponto de S e £ é a
mediatriz de dois pontos de S que passa por P. Contando por P, cada ponto da pelo menos (g) mediatrizes,
logo N >n - (g), contando por ¢, cada mediatriz passa por no maximo dois pontos de S, ja que S nao tem trés
pontos colineares. Logo N < 2(721) Af é fazer a conta:
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7 Distancias minimas e circulos

Se a distancia minima entre dois pontos de um conjunto é d, pode valer a pena tracar, com centro em cada
ponto do conjunto, um circulo de raio r = d/2. Os circulos vao ser todos disjuntos, pois se dois deles nao fossem
a distancia entre seus centros seria menor do que r + r = d, 0 que nao é possivel!

Exemplo 7. Uma quantidade n de moedas, todas de raio 1, estdo sobre uma mesa retangular (centros das
moedas no interior do retingulo), de modo que as moedas nao se sobreponham e nao seja possivel colocar mais
uma moeda sobre a mesa sem que ela se sobreponha a alguma ou algumas das outras. Prove que é possivel cobrir
toda a mesa com 4n moedas, possivelmente com sobreposicao.

Solugao: A primeira condi¢do nos diz que nenhum ponto P estd a uma distancia maior que 2 de todos os
centros. Se estivesse, existia um circulo de centro P com raio 1 que nao intersecta nenhum dos outros. Isso quer
dizer que todo ponto P estd a uma distancia no méximo 2 de algum centro, o que quer dizer que se tracarmos
circulos de raio 2 com os mesmos centros cobrimos a mesa.

Mas queremos cobrir a mesa com circulos de raio 1, e nao da para simplesmente trocar um circulo de raio 2
por quatro de raio 1! O que fazemos?

Fazemos uma semelhancga: tomamos uma cépia reduzida desse conjunto de circulos de raio 2, em 50%.
Com isso, cobrimos um retangulo com a metade das dimensdes. Retangulos podem ser substituidos por quatro
retangulos com metade das dimensoes, entao fazemos quatro copias reduzidas, com 4n moedas, e cobrimos toda
a mesa.

8 Problemas

1. (OBM) Qual é a maior quantidade de vértices alinhados que um poligono de 12 lados pode ter?
(Isso nao caiu na OBM) Generalize esse problema para n lados.

2. (OBM) No interior de um quadrado de lado 16 sao colocados 1000 pontos. Mostre que é possivel colocar
um triangulo equildtero de lado 2v/3 no plano de modo que ele cubra pelo menos 16 destes pontos.

3. (Cone Sul) E dado um quadrado de lado 1. Demonstrar que, para cada conjunto finito de pontos no bordo
do quadrado, é possivel achar um vértice do quadrado com a seguinte propriedade: a média aritmética
dos quadrados das distancias de tal vértice aos pontos do conjunto é maior ou igual a %.
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(Cone Sul) Achar todos os nimeros inteiros n > 3 tais que exista um conjunto S,, formado por n pontos
do plano que satisfacam as duas condicoes seguintes:

(a) Trés pontos quaisquer nao sao colineares.

(b) Nenhum ponto se encontra no interior do circulo cujo didametro tem por extremos dois pontos quais-
quer de S,.

NOTA: Os pontos da circunferéncia nao sao considerados interiores ao circulo.

(Teorema de Sylvester) Um conjunto finito S de pontos no plano possui a seguinte propriedade: qualquer
reta que passa por dois pontos de S passa por um terceiro ponto de S. Prove que todos os pontos de S
estao sobre uma mesma reta.

(Putnam) Considere 2n pontos no plano, quaisquer 3 deles nao colineares. Pintamos n deles de vermelho e
os outros de azul. Prove que é possivel agrupar os pontos em pares utilizando segmentos com extremidades
em pontos de cores distintas de modo que quaisquer dois segmentos nao se cortem.

(OBM) Dizemos que um quadrado estd contido em um cubo quando todos os seus pontos estao nas faces
ou no interior do cubo. Determine o maior ¢ > 0 tal que existe um quadrado de lado ¢ contido num cubo
de aresta 1.

(Cone Sul) Um poligono de édrea S esté contido no interior de um quadrado de lado a. Demonstre que ha
pelo menos dois pontos do poligono que estao separados por uma distancia maior que ou igual a S/a.

Dados n pontos no plano, prove que trés deles determinam um angulo menor ou igual a 180°/n.

(OBM) Seja P um pentdgono convexo com todos os lados iguais. Prove que se dois dos angulos de P
somam 180 graus é possivel cobrir o plano com P, sem sobreposigoes.

(OBM) Seja n um inteiro, n > 3. Definimos f(n) como a maior quantidade possivel de tridngulos isésceles
cujos vértices pertencem a algum conjunto de n pontos do plano sem trés pontos colineares. Prove que
existem constantes positivas a e b tais que an® < f (n) < bn?, para todo n inteiro, n > 3.

(OBM) Temos um nimero finito de quadrados, de drea total 4. Prove que é possivel arranja-los de modo
a cobrir um quadrado de lado 1.

Obs: E permitido sobrepor quadrados e parte deles pode ultrapassar os limites do quadrado a ser coberto.

(Cone Sul) Pablo tem uma certa quantidade de retangulos cujas dreas somam 3 e cujos lados sdo todos
menores ou iguais a 1. Demonstre que com esses retangulos é possivel cobrir um quadrado de lado 1 de
modo que os lados dos retangulos sejam paralelos aos lados do quadrado.

Nota: Os retangulos podem estar sobrepostos e podem sair parcialmente do quadrado.

(Cone Sul) Trés triangulos acutangulos est@o inscritos em uma mesma circunferéncia, de modo que seus
vértices sao nove pontos distintos. Demonstre que se pode escolher um vértice de cada tridngulo de maneira
que os trés pontos escolhidos determinem um triangulo cujos angulos sejam menores que ou iguais a 90°.

(Ibero) Prove que para qualquer poligono convexo de drea 1, existe um paralelogramo de area dois que o
contém.

(OBM) Seja S um conjunto de n pontos no plano de modo que nao haja trés pontos de S colineares.
Para que valores de n é possivel colorir todos os pontos de .S de modo que todos os angulos determinados
por trés pontos de S, todos de mesma cor ou de trés cores diferentes, nao sejam obtusos? A quantidade
disponivel de cores ¢ ilimitada.

(Ibero) Seja P = {Py, P, ..., Pigg7 } um conjunto de 1997 pontos no interior de um circulo de raio 1, sendo
P o centro do circulo. Para cada k =1,...,1997 seja x; a distancia de P, ao ponto de P mais proximo
a Py e distinto de P,. Demonstrar que :c% + :c% 4+ x%997 <9.



18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

1.

(Ibero) Encontrar o maior valor possivel n para que existam pontos distintos P;, P, Ps, ..., P, no plano,
e nimeros reais 1, 12, ..., 1, de modo que a distancia entre quaisquer dois pontos diferentes F; e P; seja
i+ ;.

(OBM) Qual é a maior sombra que um cubo sélido de aresta 1 pode ter, no sol a pino?

Observagdo: Entende-se “maior sombra de uma figura no sol a pino” como a maior area possivel para a

projecao ortogonal da figura sobre um plano.

(Cone Sul) Seja ABC'D um quadrildtero convexo. Seja n > 2 um nimero inteiro. Demonstrar que existem
n tridngulos da mesma area cumprindo todas as seguintes propriedades:

e Seus interiores sao disjuntos, isto é, os triangulos nao se sobrepoem;

e Cada tridngulo estd contido em ABCD ou em seu interior;

e A soma das areas dos triangulos é pelo menos 4;*11 da area do quadrildtero ABCD.

~ . 4 1 PR
Observagao 1. Na verdade, dd para trocar ﬁ por 1 — )2 que s0 € pior para valores pequenos de n.
(IMO) Determine todos os inteiros n > 3 tais que existem n pontos Aj, Ag, ..., A, no plano sem que haja
trés deles colineares e ntimeros reais r1, 1o, ..., I, tais que, para todos i, j, k distintos, a area do triangulo

AZ‘AJ‘Ak ér;+ ri+ Tk

(IMO) Uma configuragao de 4027 pontos do plano dos quais 2013 sao vermelhos e 2014 azuis, e nao héa
trés pontos colineares, diz-se colombiana. Tracando algumas retas, o plano fica dividido em vérias regioes.
Um conjunto de retas é bom para uma configuragao colombiana se satisfaz as duas seguintes condicoes:

e nenhuma reta passa por algum ponto da configuracao;
e nenhuma regiao contém pontos de ambas as cores.

Encontrar o menor valor de k tal que, para qualquer configuracao colombiana de 4027 pontos, hd um
conjunto bom de k retas.

(OBM) Mostre que, para todo pentdgono convexo Pj P, P3Py P5 de drea 1, existem dois triangulos P; P 1 P12
e PjPj;1Pj12 (em que P = P, e P; = P,), formados por trés vértices consecutivos do pentdgono, tais que

) S5 _
area ]Di]Di+1Pi+2 < S area Pij+1Pj+2.

(Hungria) Seja P um poligono convexo com lados de medidas inteiras e perimetro impar. Prove que a
drea de P é maior ou igual a v/3/4.
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