Aplicacoes de Combinatoéria e Geometria
na Teoria dos Numeros

Nesse artigo vamos discutir algumas abordagens diferentes na Teoria dos Nimeros, no sentido de envolverem
também outras grandes areas, como a Combinatéria e a Geometria e, por que nao, uma mistura dos dois.

1. Mas o que é Teoria dos Nimeros?

A Teoria dos Ntimeros, falando de modo bastante simplificado, trata dos niimeros inteiros e racionais. Por
que ha tanto trabalho com nimeros inteiros? Vamos ver o que acontece com as operagdes com inteiros. Ao
somarmos dois inteiros, obtemos um inteiro. Ao subtrairmos, também. Ao multiplicarmos também.

Até ai, nenhum problema. Mas e se quisermos dividir dois nimeros inteiros? E inteiro ou nao é? A
resposta nao é sim, nem nao: é depende. Por exemplo, 4 dividido por 2 d& inteiro, mas 5 dividido por 3
nao. Assim, uma das missoes da Teoria dos Numeros é dizer quando uma expressao representa um numero
inteiro ou nao.

E quando envolvemos operacoes um pouco mais complicadas como a radiciagao, o problema fica cada vez
mais complicado. Por exemplo, o problema de saber para que inteiros x, y, n positivos o nimero {/z™ + y" (o
Teorema de Fermat) é inteiro demorou mais de 300 anos para ser resolvido e utiliza matemética extremamente
avangadal

A base dos inteiros sdo os numeros primos, de modo que, para a Teoria dos Numeros, quanto mais
soubermos dele, melhor. Os primos sdo os nimeros que admitem exatamente dois divisores positivos: 1 e
ele mesmo. Note que, com essa defini¢ao, 1 nao é primo, pois admite somente um divisor.

2. Um toque de Combinatéria

A Combinatdria, por outro lado, quer saber da existéncia de coisas e, se possivel, quer saber quantas delas
existem. Na Combinatéria, utilizamos, por exemplo, idéias da Teoria dos Conjuntos e fazemos contagens.

A primeira idéia combinatéria que vamos explorar é a idéia de que os Uinicos conjuntos em que sempre
podemos colocar um elemento a mais sao os infinitos.

2.1. Uma das primeiras demonstragoes da Matematica

Vocé ja deve saber que existem infinitos primos. Mas vocé sabe por qué? A primeira demonstragao conhecida
desse fato vem da Antiguidade, e foi feita por Euclides.

Teorema 2.1. Existem infinitos primos.

Demonstracao

Suponha o contrério, ou seja, que a quantidade de primos é finita. Seja P = {p1,pa,...,pn} 0 conjunto de
todos os primos. Agora, considere o sucessor do produto desses primos, ou seja,

N=pipz...pn+1

Todo inteiro é produto de primos, e N nao é excecao. Mas nenhum dos primos p; pode dividir N,
porque N excede um multiplo de p; em 1. Assim N tem um divisor primo que néo estd em P, o que nao é
possivel, porque P é o conjunto de todos os primos.

Isso é uma contradigao, e portanto a quantidade de primos nao pode ser finita, isto é, é infinita. [
2.2. Mais alguns conceitos da Teoria dos Nimeros e uma idéia da Combinatéria

Antes de continuar, vamos definir alguns conceitos importantissimos da Teoria dos Numeros.



Definicao 2.1. Dois numeros sao primos entre si quando nao tém fator primo em comum.

Definicao 2.2. Seja m um inteiro positivo maior do que 1. Dois niimeros a e b sao congruentes modulo m
quando deixam o mesmo resto na divisao euclidiana (aquela que, bem, deixa restos) por m. Simbolizamos
isso por

a=b (méd. m)

Agora, uma idéia bastante simples, mas extremamente util.

Principio da Casa dos Pombos. Se ha n+ 1 pombos para serem colocados em n casas, havera uma casa
com pelo menos dois pombos.

De forma ainda um pouco mais intuitiva:

Principio da Casa dos Pombos (intuitivo). Se hd muitos pombos para poucas casas, alguma casa vai

ter muitos pombos. E se hd poucos pombos para muitas casas, haverd uma (ou até muitas!) casa(s) vazia(s).
Utilizaremos essa idéia simples.

Exemplo 2.1.

Existe um inteiro positivo d tal que
39 =1 (mdd. 2006)

Em palavras: alguma poténcia de 3 (3° = 1 ndo vale!) deixa resto 1 na divisio por 2006.
Resolucao

Considere os restos das divisoes por 2006 de

3,32,3%,3% ...

H4 2006 possiveis restos (0, 1, 2, ..., 2005) e infinitas poténcias de 3. Entao duas poténcias de 3, digamos,

3% e 3%, k > /, deixam o mesmo resto da divisdo por 2006. Isto quer dizer que 3* — 3¢ = 3¢(3*=¢ — 1) ¢
miltiplo de 2006. Como 2006 nao tem fator 3, na verdade 3*~¢ — 1 é muiltiplo de 2006 e, portanto, 3*~*
deixa resto 1 na divisao por 2006, de modo que podemos tomar d = k — /£. [

Isso fica um pouco mais curto se utilizarmos a notagao de congruéncia:

Resolucgao (o retorno)

Considere os ntmeros

3,3%,3%,...  (mébd. 2006)

Como hé 2006 possiveis restos na divisiao por 2006, existem duas poténcias de 3, digamos 3% e 3¢,k > ¢,
que deixam o mesmo resto na divisao por 2006. Entao

3¢ =3¢ (méd. 2006) <> 3FC=1 (mod. 2006)

e podemos tomar d = k — £ [

Observagao importante: A passagem (x) que acabamos de fazer s6 pode ser feita quando o que
cortamos (no caso, 3°) e o nimero no médulo (2006) sdo primos entre si.

O ultimo exemplo pode ser generalizado:



Lema 2.1. Se a e m sao primos entre si, existe um inteiro positivo d tal que
d 3
a®=1 (mdd. m)
Em palavras: alguma poténcia de a (a = 1 nao vale!) deixa resto 1 na divisdo por m.

A demonstragio desse lema fica a cargo do leitor.

Isso prova também que

Lema 2.2. Se a e m sao primos entre si, existe um inteiro b, chamado inverso de a méd m tal que

ab=1 (méd. m)

Demonstracao

Seja d tal que a? =1 (méd. m). Entdo b= a?"!. ]

O préximo problema é de um teste de selegdo para a equipe da Roménia da IMO e explora as idéias
acima como um todo.

Exemplo 2.2.

(Teste de Selegao para a Equipe Romena da IMO 1997) Seja a > 1 um inteiro. Prove que o conjunto
{a>+a—-1;a°+a*>—1;...;a" ™ +a" —1;...}
admite um subconjunto infinito tal que quaisquer dois de seus elementos sdo primos entre si.

Resolucao

A idéia é tomar um subconjunto B com a propriedade desejada e colocar mais um elemento. Se provarmos
que conseguimos sempre colocar mais um elemento em B provamos a existéncia de um subconjunto infinito:
basta seguir colocando elementos!

Comece com B = {a? + a — 1}. A cada etapa, seja P o produto de todos os elementos de B. Entao
vamos procurar n tal que a”t! + a” — 1 e P sdo primos entre si. Para isso, primeiro note que a e P sdo
primos entre si, pois P é o produto de sucessores de multiplos de a. Cada um desses sucessores nao tem
fator primo em comum com a e nao vai ser multiplicando eles que vai aparecer algum fator comum.

Assim, como a e P sdo primos entre si, existe d tal que a® =1 (méd. P). Logo
a™ tal—1=a-141-1=a (méd. P)
(vocé sabia que podemos substituir assim? E por isso que o simbolo de congruéncia é tao parecido com o
iguall!)

Assim, se a®! +a? — 1 e P tém algum fator primo em comum, entio esse fator deve estar em a. Mas
sabemos que a e P nio tém fator comum, logo a?t* +a?—1 e P sio primos entre si e, portanto, a®*! +a¢ —1
e qualquer elemento de B sdo primos entre si. Ou seja, podemos colocar a®! +a? — 1 em B, e acabou. [

2.3. Contar para provar!

Lembra que provamos que, dados inteiros a e m primos entre si, existe um inteiro positivo d tal que a¢ =1
(méd. m)? Na verdade, é possivel encontrar uma férmula para d. Faremos isso para m primo.

E faremos isso com uma contagem!

Faremos um exemplo numérico para facilitar.



Exemplo 2.3.

Vamos mostrar que 5° =5 (méd. 7). Podemos passar o 1 para o outro lado e fatorar, mas vamos pensar
combinatorialmente.

Resolucao

Suponha que temos linha e pedras de 5 tipos diferentes (que simplesmente numeraremos 1 a 5) para colocar
na linha, formando um colar. No fio cabem exatamente 7 pedras. Quantos colares podemos formar? Note
que o colar nao muda se o girarmos.

& - €8

Primeiro, imagine a linha do colar antes de amarra-lo. H4 5 escolhas para cada uma das 7 pedras a
serem colocadas, de modo que ha 57 maneiras de escolhermos as pedras para serem colocadas na linha.

Agora, ao fecharmos o colar, podemos gird-lo de 7 maneiras. Note, entao, que outras escolhas de pedras

podem formar o mesmo colar:
00000050
00060050
20 010000050
o (6000010
60000050
0/0/000]0;0
00000050

Assim, devemos dividir 57 por...7? Mas ai ndo vai dar inteiro! O que acontece é que os 5 colares com
todas as pedras do mesmo tipo sao formados pela mesma escolha de pedras.

Logo, na verdade devemos separar essas 5 escolhas primeiro e depois somar o que sobrou dividido por

7, de modo que o total de colares é 5+ 57%5 Para isso ser inteiro, 57 — 5 tem que ser miiltiplo de 7, ou seja,

57=5 (moéd. 7). ]

Vocé pode provar de modo completamente andlogo o pequeno teorema de Fermat:

Teorema 2.2. Seja p primo e a inteiro. Entao a? = a (mdd. p) ou, equivalementemente, a? —a é multiplo
de p.
2.4. Mais casa dos pombos e primos como somas de dois quadrados

Muitos dos fatos mais interessantes da Teoria dos Niimeros podem ser obtidos utilizando o principio da casa
dos pombos.



Lema 2.3. Sejam m e n inteiros positivos primos entre si e sejam a e b inteiros positivos tais que ab > n.
Entao existe x € {1,2,...,a—1} ey € {1,2,...,b— 1} tais que

mz =ty (mdd. n)

Demonstracao

Considere as ab expressoes da forma mx + y

m-1+41 m-1+2 m-1+3 --- m-1+b
m-24+1 m-2+2 m-2+3 --- m-2+b
m-3+1 m-3+2 m-34+3 --- m-3+b
m-a+1 m-a+2 m-a+3 --- m-a+b

Como ab > n, existem duas expressoes que deixam o mesmo resto na divisao por n, digamos mx1 + y1
e mxg + Yo, com 1 > To. Assim,

mx1 +y1 =mas+ys (méd. n) <= m(r1 —22) =y —y1  (mbd. n)
Note que y; # yo pois sendo x; = xo. Assim, sendo x =1 —z2 e y = |y — ya|, temos 0 < x <a—1e

O<y<b-1le
mx =+xy (mdéd. n)

|
Vamos mostrar mais uma aplicacdo de Combinatdéria, agora com contagem.
Lema 2.4. Sep =4k + 1 é primo, existe x tal que x> = —1 (mdd. p).
Demonstracao
Vamos repartir o conjunto {1,2,...,p — 1} em conjuntos da forma C, = {a,p — a,a,p — @}, em que @ é o

inverso de @ méd p. Note que Cy; = {1,p — 1}, pois o inverso de 1 méd p é 1. Além desse conjunto, como
p—1 = 4k é multiplo de 4, deve haver mais um conjunto C,,, com 2 elementos. Isso ocorre quando m =p—m
(méd. p) <= m?=-mm = -1 (mdd. p). Note que ndo pode ocorrer m =p—m (méd. p) nem m = m
(méd. p). ]

Agora, vamos provar um dos teoremas mais belos da Teoria dos Ntumeros.

Teorema 2.3. Todo primo da forma p = 4k + 1 pode ser escrito como soma de dois quadrados.

Demonstracgao

Sejam m tal que m? = —1 (méd. p) (ele existe pelo lema anterior) e g 0 menor inteiro maior que /p. Assim
p < g2, e pelo primeiro lema desta secdo, existem inteiros z € {1,2,...,g—1} ey € {1,2,...,g— 1} tais que

mz=+y (méd. p) = m?z?=y? (méd. p) <= 22 +y>=0 (mdd. p)

Assim, 2% + 42 é multiplode pe, como 0 < z,y < g, 0 <22 <pe0<y? <p, 0 < 2®+y? < 2p. Mas o
tinico miiltiplo de p entre 0 e 2p é p, ou seja, p = x2 + y? pode ser escrito como soma de dois quadrados. [
2.5. A seqiiéncia de Fibonacci e um pouco de Combinatéria

Uma das seqiiéncias de ntimeros inteiros mais interessantes da Matematica é a de Fibonacci:

0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, 233, 377, . ..



Descobriu o padrao? Sim, é isso mesmo! Cada termo é a soma dos dois anteriores. Ou mais formalmente,
Fo=0,Fr=1e,paran >0, F,4o =F,41 + F,.

A verdade é que o (n + 1)-ésimo termo da seqiiéncia de Fibonacci é igual ao ntimero de maneiras de
preenchermos uma caixa 2 X n com dominés. Com efeito, ha F = 1 maneira de preenchermos a caixa 2 x 1
e F3 = 2 maneiras de preenchermos a caixa 2 x 2. Além disso, o numero de maneiras de preenchermos a
caixa 2 x (n+2) é igual ao nimero de maneiras de preenchermos a caixa 2 x (n+ 1) (se o seu tltimo dominé
estd de pé) mais o nimero de maneiras de preenchermos a caixa 2 x n (se o seus dois ltimos dominds estao

deitados).

P2

+

n+2 I:n+1

Uma identidade interessante que prova, entre outros fatos legais, que mdc(Fy,, Fr) = Finde(m,n), ¢

Fm+n+1:Fm+1'Fn+1+Fm'Fn (*)

Uma demonstracao bem rapida utiliza uma das técnicas mais poderosas da Combinatéria: a contagem
dupla.

Vamos contar duas vezes o nimero de maneiras de preenchermos uma caixa 2 x (m +n) com dominés.

A primeira a gente acabou de fazer: é F,,1,. A segunda é mais interessante: trace uma reta dividindo
a caixa em duas caixas, uma 2 X m e outra 2 x n. Tal reta pode atravessar um par de dominés deitados ou

nao. Vamos contar nos dois casos.

Fm+1 : I:n+1
m n 1
+
m+n Fm : F,
Logo () esta provado. ]

3. Geometria

Como voceé pode ver, aplicacoes de Combinatéria a Teoria dos Numeros sao bastante freqiientes e, depois de

ver alguns exemplo, até naturais.
Mas e a Geometria. O que o estudo das figuras tem a ver com nimeros inteiros?

Uma das figuras mais simples da Geometria é o quadrado. Sabemos que a drea de um quadrado de lado
£ é (2. Seré que é daf que vem o nome “quadrado perfeito”?

3.1. Mais uma identidade com Fibonacci: recortando quadrados de um retangulo

Outra identidade interessante com numeros de Fibonacci é

FopiFp=Fi+ Fy -+ Fy + F}



Vocé consegue enxerga-la na figura a seguir, em que fizemos n = 677

Fg

F3 | FY

Essa idéia pode ser generalizada para resolver os seguintes problemas, que cairam no Torneio das Cidades:
Exercicios
01. (Torneio das Cidades) Na lousa estao escritos os ntimeros inteiros positivos x e y, ¢ < y. Maria escreve
em seu caderno o quadrado 22 do menor deles, apaga a lousa e escreve os ntiimeros z e y — z. Ela repete o

procedimento acima (escreve quadrado do menor, apaga a lousa, escreve o menor e a diferenca na lousa) até
que um dos nimeros seja zero. Qual é a soma dos nimeros escritos no caderno de Maria?

02. (Torneio das Cidades) Na lousa estéo escritos os niimeros inteiros positivos z, y e z. Joao escolhe dois
dos numeros, escreve o produto deles em seu caderno e apaga o nimero que sobrou, substituindo-o pelo
antecessor. Ele repete o procedimento acima até que um dos nimeros seja zero. Qual é a soma dos nimeros
escritos no caderno de Joao?

3.2. O Problema 6 da IMO 2001: como obter uma fatoragao inacreditavel com Geometria

Problema 6, IMO 2001. Sejam a,b,c,d inteiros com a > b > ¢ > d > 0. Considere que

ac+bd=(b+d+a—-c)b+d—a+c).

Prove que ab + c¢d nao é um ntmero primo.
Resolucao

Primeiro, vamos abrir a equacdo dada. Obtemos a? — ac + ¢? = b? + bd + d?.
E é ai que entra a Geometria.
3.3. Geometria? Onde? Alguns fatos da Geometria
E que triangulos com lados a, ¢ e Va2 — ac + ¢2 tém um angulo de 60°. E o mais interessante, tridngulos

com lados b, d e Vb% + bd + d? tém um angulo de 120°. Nao vamos provar isso aqui, mas adiantamos que
isso vem da lei dos co-senos.
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E, do fato que a® — ac + ¢ = b + bd + d? podemos construir dois tridngulos com um lado comum:

3.4. Quadrilateros inscritiveis

Quando a soma de dois angulos opostos de um quadrildtero é 180°, ele é inscritivel, ou seja, existe um circulo
que passa pelos seus quatro vértices (e isso nao acontece com qualquer quadrildtero!).

Em quadrildteros inscritiveis, vale o teorema de Ptolomeu (que também deixaremos sem demonstragao):
Teorema 3.1. Em todo quadrildtero inscritivel ABCD,

AC-BD=AB-CD+ AD - BC

Para vocé se situar: AC' e BD sao diagonais; AB e C'D sao um par de lados opostos; AD e BC' sao o
outro par de lados opostos.

Vamos aplicar esse teorema! No nosso quadrilatero, xy = ab + c¢d. Opa! Apareceu ab + cd!

Com algumas contas envolvendo (novamente) a lei dos co-senos, obtemos

o (ab+ cd)(ac + bd)
v ad + be



Assim, como z%y? = (ab + cd)?, e obtemos a nossa incrivel fatoracao!

(a® — ac + c?)(ab + cd)(ac + bd)
ad + be

= (ab+ cd)? <= (a*® — ac+ c®)(ac + bd) = (ab+ cd)(ad + be)

Agora, suponha que ab+ cd é primo. Entao, como (a —d)(b—c¢) < 0 <= ac+bd < ab+ cd (verifique!),
ac + bd nao pode ter fator comum com ab + cd (que seria o préprio). Entéo ad + be é miltiplo de ac + bd, o
que implica ad + bc > ac + bd, o que é falso porque na verdade ad + be < ac 4 bd (verifique!). Logo ab + cd
nao pode ser primo. [



