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INTRODUCAO

Aprenderemos aqui a utilizar Congruéncias para a resolucdo de vérios problemas, como a
solucdo de equagdes, a determinacdo de restos de divisdes impossivels de se fazer no “brago” e
problemas de invariancia (problemas onde algo, por exemplo a paridade, nunca muda).

Tal idéia foi desenvolvida por Gauss em um trabalho publicado em 1801 (Disquisitiones
Arithmeticae), quando € e tinha apenas 24 anos de idade.

Aqui, trabalharemos sempre com os nimeros naturais IN = {:L2,3,4,...} e 0s nimeros
inteiros Z = {...,-2,-1,01,2,...}.
1. Divisibilidade
Definicdo: Sgam a, b inteiros. Dizemos que a divide b (notag&o: a| b) se existir um inteiro c tal que

b=ac.

Em outras palavras, dizer que a divide b significa dizer que a divisdo de b por a d& exata, ou
que o resto dessa divisdo € zero. Redembrando a divisdo entre dois nimeros, temos (Algoritmo da
Diviséo ou de Euclides):

b | a Nonossocaso: b | a
g —> quociente c

r = resto 0

(b=ag+r) (b=ac)

Exemplos: 3 divide 12, pois 12 = 3x4; 7 divide 56, pois 56 = 7x8.

2. Congruéncia

A idéia de congruéncia € a seguinte: quando nos deparamos com um problema que
relacione divisdes, potenciagdes, etc., por que ndo trabalhamos com os restos das divisdes ao invés
dos préprios nimeros? Quer dizer, por que ndo nos esquecemos dos nimeros e ficamos apenas com
0s restos? Uma vez que esses restos sdo menores do que os nUmeros, € de se esperar que isso
simplifique a solucdo desses problemas, o que de fato ocorre! Antes das aplicacfes, vamos ver um
pouco de teoria.

Defini¢do: Sea,b e msdo inteiros (m > 0), dizemos que a é congruenteab médulomse m|(b—a) .
Denotaremos essa situagdo por a = b(modm) .

Dizer que a é congruente a b médulo m significa que a e b deixam o0 mesmo resto quando
divididos por m.

Exemplos: 21=15(mod6), pois 6|(21—-15). Observe que o resto da divisdo dos dois nimeros
por 6 éigual a 5.



4=15(mod1l), pois 11|(4-15) ;32=0(mod4), pois 4|(32—-0).

Proposicdo 1: Sgjam a, b, ceminteiros, m> 0. Ent&o:
(@ a=a(modm);
(b) Se a=b(modm), entdob =a(modm) ;
(c) Sea=b(modm) e b=c(modm), entdio a = c(modm).

Demonstragao:
(@ Como m|0=(a—a), decorreque a=a(modm).
(b) Se a=b(modm), entdo m|(b—a) . Masentdo m|(a—b) = b=a(modm).
(c) Vamos utilizar o seguinte fato: se m divide dois nimeros X e 'Y, entdo m divide a soma
X + Y desses dois nimeros. De fato, temos o seguinte:

a=b(modm) = m|(b-a)
b=c(modm)= m|(c—-b)
= a=c(modm).

= m|(b-a)+(c-b)=(c-a)= m|(c-a)=

Vocé ja deve estar percebendo que o simbolo = (congruente) funciona de modo parecido ao
simbolo = (igual), quer dizer, muitas das manipulagbes que fazemos com equacdes podem ser feitas
com o sinal de congruéncia. Abaixo, estdo outras dessas propriedades e os equivalentes a das em

equacles.

Algumas propriedades Uteis:

a+c=b+c(modm)
1) Sea=b(modm), entéo {a—c=b-c(modm), paratodo intero c.
ac = bc(modm)

a+c=b+c
Em analogia com as equacses, temos: se a=b ,entdo ;a—c=b-c
ac=hc

a+c=b+d(modm)
2) Sea=b(modm) e c=d(modm), entdo <a—c=b—-d(modm)
ac = bd(modm)
a+c=b+d
Em analogia com as equagdes, temos: sea=b ec=d,entdo ca—-c=b—-d
ac=hd



Como consequéncia da propriedade 2), temos que se a=a(modm), entdo
a.a=b.b(modm) = a® =b?(modm) . Dai, temos a’.a=b’*b(modm) = a*=b?*(modm).
Prosseguindo dessa forma, concluimos que a* = b*(mod m) , paratodo natural k.

Uma propriedade que ndo vale é a de “cancelar” termos iguais. Nas equagdes, se tivermos

por exemplo 6A = 6.5, entéo podemos “cancelar” o0 6, obtendo assm A =5. Na congruéncia, isso
ndo pode ser feito! De fato, se A for igua a 3, temos 6A=6.5(mod4) , pois

4|(6A—-6.5)=-12, mas3ndo éigua a5. (M)
Vamos agora aos exercicios (oba!).
Exercicios:

1. Mostre que o quadrado de um nimero inteiro ndo pode terminar em 2, 3, 7 ou 8.

2. A somadosinteiros a eb termina por um zero. Mostre que os quadrados a°e b? terminam
pelo mesmo algarismo.

3. Acheoresto dadivisio de 4> por 10.
4. Proveque 2 + 3% édivisive por 13.

5. (OBM - 2003) Sda n=9867. Se vocé calculasse N® —n?, vocé encontraria um nimero
cujo algarismo das unidades &

A)O B) 2 C) 4 D) 6 E)8

6. Mostre que os inteiros 3" e 3™ terminam a direita pdo mesmo algarismo, qualquer que
sga ne IN .

7. A soma de dois quadrados impares pode ser um quadrado perfeito? Justifique.

8. [Existe um inteiro positivo tal que seus fatores primos pertencem ao conjunto {2,3,5,7} e
queterminaem 117 Se existir, ache 0 menor deles. Se ndo existir, mostre porqué.

9. Sabendo quep e 8p? +1 sdo primoas, ache o valor dep.

10. Sepe p*+2 sdo primos, mostre que p° + 2 também é um primo.

11. Mostre que ndo existem naturais &, b tais que a> —3b* = 8.

12. (Russia) Achetodos os pares de nimeros primos p, q taisque p®—q° = (p + q)2 .

13. (Hungria) Em cada vértice de um quadrado h& algumas fichas. Um movimento é escolher
um vértice, tirar algumas fichas dele, escolher um vizinho e pdr o dobro de fichas retiradas



no vizinho. Se no inicio ha 1, 0, O, O fichas, é possivel termos 1, 9, 8, 9 fichas em algum
momento?

Fatos que ajudam nos Exercicios:

1)

Congruéncia modulo 10 indica em qual algarismo o nimero termina. De fato, temos:
17=7(mod10) ; 121=1(mod10) ; 523 =3(mod10) ; 102 = 2(mod10).

A congruéncia modulo 2 nos da a paridade do nimero:
(i) xépar < x=0(mod?2) ;
(i) x éimpar & x=1(mod 2) .

Analisando um quadrado perfeito médulo 4, temos:

(i) x=0(mod4) = x> =0*(mod4) = x* =0(mod4) ;

(i) x=1(mod4) = x* =1*(mod4) = x* =1(mod4) ;

(iii) x=2(mod4) = x* = 2% =0(mod4) = x* = 0(mod4) ;

(iv) x=3(mod4) = x* =3% =1(mod4) = x* =1(mod4).

Resumindo, sex é par, entdo x* = 0(mod4) , esex éimpar, entdo x> =1(mod4) .

Analisando agora médulo 3, temos:

(i) x=0(mod3) = x* =0*(mod3) = x* =0(mod3) ;

(i) x=1(mod3) = x> =1*(mod3) = x* =1(mod3);

(i) x=2(mod3) = x* = 2° =1(mod3) = x* =1(mod3).
Logo, ndo existe um inteiro x tal que x> = 2(mod3).

Se p € um nimero primo maior do que 3, entdo p = 1 ou 5 (mod 6). Defato, se:

(i) p=0(mod6) = p =6k = pémilltiplo de6 = p ndo & primo (absurdo!).

(i) p=2(mod6) = p=6k+2= péum primo par maior do que 5 (absurdo!).

(iii) p=3(mod6) = p=6k+3= péprimo multiplo de 3 maior do que 3 (absurdo!).
(ivy p=4(mod6) = p=6k+4=idemafi).



