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INTRODUGAO

FEste material é uma adaptacdo de notas de aula (incompletas) de um curso de treinamento para Olimpiadas
de Matemdtica. Nosso foco nesta aula da Semana Olimpica 2015 € apresentar a representa¢do matricial das
conicas projetivas e sua aplicagdo na deducao de propriedades concretas dessas figuras. Para isso, supomos que
o leitor estd familiarizado com Algebm Linear bdsica.
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Espagos PROJETIVOS

Se V é um espago vetorial sobre o corpo K, definimos o espaco projetivo gerado por V, P(V), como o espago
quociente (V —{0})/ ~, onde ~ representa a seguinte relagao de equivaléncia em V —{0} (0 aqui significa o vetor
nulo de V).

u~v &< u=Av, para algum escalar A € K.

(Observe que a prépria definigdo implica que u, v e A sdo nao nulos).

Chamaremos os elementos de P(V) de pontos. Assim, cada ponto de P(V) é uma classe de equivaléncia de
vetores de V pela relagido ~. Para v € V\{0}, temos que a classe de v, que representaremos por [v], é o conjunto
de todos os vetores nao nulos de V que sao miltiplos de, ou paralelos a, v.

Assim, alternativamente, podemos considerar P(V) como o conjunto de todos os subespagos de V' de dimenséao
1. Ambos os pontos de vista tém suas vantagem, e usaremos indistintamente um ou outro.

Quando V tem dimensao finita n + 1, diremos que P(V) tem dimensao n, e devido ao isomorfismo entre V e
K™, podemos identificar P(V) com o espaco P(K™*1), para o qual também usaremos a notacio P™(K) e ao

qual chamaremos também de espaco projetivo n-dimensional sobre K.

1. A RETA PrOJETIVA REAL: P'(R)

Como boa parte do curso serd sobre espacos projetivos reais, normalmente vamos deixar o corpo R subentendido
e denotaremos a reta projetiva real simplesmente por P'. Seguindo a definicio geral vista anteriormente, cada
ponto de P! é uma classe de equivaléncia de vetores de RZ\{(0,0)} por ~, ou seja, um conjunto de vetores
paralelos (e ndo nulos) no plano real. Assim, cada ponto de P! pode ser visto como uma reta de R? passando

pela origem.

1.1. Coordenadas Projetivas ou Coordenadas Homogéneas. Escolhida uma base para R? (por exemplo,
a base canénica), cada vetor nao nulo v € R? possui coordenadas (v1,Vv;), ndo ambas nulas. Existe um tinico
ponto P € P! correspondente & classe de equivaléncia de [v]. Ao invés de escrever P = [(vq,v;)], simplificaremos
a notacao para P = [vq,v3], e diremos que [vq,V2] sdo as coordenadas projetivas de P. As coordenadas projetivas
também sao chamadas de coordenadas homogéneas, devido a propriedade de continuarem representando o mesmo
ponto ao serem multiplicadas por um escalar nao nulo, o que decorre diretamente da defini¢ao de espago
projetivo. Assim, por exemplo, o ponto [1,—2] € P! é 0 mesmo que [2,—4], [, 1] ou [m, —27].

Exercicio 1.1. Quando duas bases de R? produzem coordenadas iguais para todos os pontos de P'?
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1.2. Relagao com a reta real. Até agora temos uma definicdo pouco intuitiva de um objeto chamado reta
projetiva formado por coisas chamadas pontos, sendo que na verdade os pontos sao retas, todas passando por
um ponto fixo, gerando um plano. Mas para fazermos geometria queremos uma forma mais pratica de visualizar
este novo objeto.

Ao estudarmos um espaco quociente sob uma relacao de equivaléncia, é comum escolhermos um tnico repre-
sentante para cada classe. Por exemplo, ao estudarmos os inteiros médulo 7, podemos nos restringir ao conjunto
{-3,-2,-1,0,1,2,3}.

Para o estudo de P', a maneira mais usual de escolher um representante para cada classe de equivaléncia é
considerar uma reta contida em R2 que NAO passe pela origem. Com uma tnica excegao, tal reta “corta”cada
ponto da reta projetiva uma tnica vez (aqui, como habitual, identificamos os pontos de R? com os vetores
de mesmas coordenadas, ou seja, vetores com origem em (0,0) e extremidade no ponto correspondente). Por
exemplo, se consideramos a reta 1: y = 1 de R?, cada ponto [X,Y] € P! com Y # 0 “corta”r no ponto (%, 1),
que é o tnico representante de [X, Y] em r. Reciprocamente, todo ponto (x, 1) de r pertence a uma tnica classe
de equivaléncia [x, 1] € P'.

figura

Mas, como ja haviamos mencionado, hd uma excegéo. Se Y = 0, o ponto [X, Y] = [X, 0] ndo possui represen-

tante sobre r. Note que hé apenas um ponto de P! nesta situacao, ja que como X e Y nao podem ser ambos

nulos, temos X # 0 e portanto [X, 0] = [%, %} = [1,0]. Ou seja,

P (R) ={[x,1]|x € RyU{[1,0]}.

Assim, a reta projetiva real pode ser visualizada como o resultado de se acrescentar um ponto a reta real. Tal
ponto é muitas vezes denominado o ponto do infinito. De fato, observamos que quando fazemos um ponto
de T tender a infinito, em ambos os sentidos, a reta que representa sua classe de equivaléncia em P' vai se

aproximando da reta y = 0, classe do ponto do infinito [1,0].

Exercicio 1.2. Escolhendo-se qualquer outro ponto de P' como ponto do infinito, também ha uma bijecio
entre o conjunto dos outros pontos e R. Defina explicitamente uma bijecao entre P! —{P} e R para

(i) P=1[3,-5;

(ll) P = [P],Pz], com P],Pz 7& O

1.3. Teorema Fundamental da Geometria Projetiva. O seguinte teorema é um caso particular do teorema

mais geral que da nome a esta segao.

Teorema 1.3. Sejam A, B e C trés pontos distintos de P7. E sempre possivel escolher uma base de R? para a

qual as coordenadas projetivas desses pontos sejam
A=[1,0], B=1[0,1], C=[1,1].

Demonstrag¢do. Sejam va, vg e vc representantes quaisquer das classes de equivaléncia de A, B e C em R? —{0}.
Como A # B, va e vg nao sao paralelos, logo sao independentes e formam uma base de R?. Seja (a,b) a
representacao de vc nesta base. Como C é distinto de A e de B, a e b s@o nao nulos, pois v¢ nao pode ser paralelo
a va ou vg. Escolhendo a base (ava,bvg) para R?, temos A = [va] = [ava] = [1,0], B = [vg] = [bvg] = [0, 1]
e C =[vc] = lava + bvg] =[1,1]. O

Este teorema nos permite falar de coordenadas projetivas sem a necessidade de voltar ao espaco gerador R?.
Dizemos que A, B e C como no teorema formam uma referéncia projetiva de P!, representada por (A, B;C).
Repare que a base de R? cuja existéncia é provada no teorema ndo é tinica. Mas as coordenadas projetivas

induzidas por ela o sao, como prova o seguinte

Exercicio 1.4. Prove que um quarto ponto D tem sempre as mesmas coordenadas projetivas em uma referéncia
projetiva fixa (A, B; C).

Exercicio 1.5. Se A = [1,-2], B = [3,1] e C = [0,7], determine as coordenadas do ponto D = [20,13] na
referéncia projetiva (A, B; C).
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2. O PLANO PROJETIVO REAL: P?(R)

Como na secao anterior, normalmente deixaremos o corpo R subentendido e denotaremos o plano projetivo
real simplesmente por P?.

Nossos pontos continuam sendo retas passando pela origem, sendo que agora as retas estdo contidas em R3.
Seguindo a inspiragdo do caso anterior, podemos escolher um representante para cada classe de equivaléncia
cortando essas retas pelo plano z = 1 em R3.

Porém, desta vez, perdemos mais do que um ponto. Todos os pontos do plano projetivo correspondentes
a retas paralelas ao plano z = 1 ficam sem representantes. Este conjunto de retas tem exatamente a mesma
estrutura do que o conjunto de classes de equivaléncia que define a reta projetiva, portanto faz sentido imaginar
que agora temos uma reta (projetiva) de pontos mo infinito. Assim, podemos considerar que P? é obtido
acrescentando-se uma reta do infinito ao plano real.

Ficura

Formalmente, para cada ponto P = [X,Y, Z] do plano projetivo hd duas possibilidades:

i) Se Z # 0, sendo x = % ey = % temos [X,Y, Z] = [x,y, 1], de forma que o ponto P possui um tnico
representante no plano real z = 1. Reciprocamente, cada ponto (x,y,1) do plano z = 1 corresponde a
um tnico ponto P com Z # 0. Logo ha uma bijecao natural entre R? e os pontos de P? com coordenada
projetiva Z nao nula.

ii) Se Z =0, ao ponto P = [X, Y, 0] podemos associar bijetivamente o ponto [X, Y] € P!, logo h4 uma bijecio
natural entre os pontos que nao tém representante no plano real z =1, os chamados pontos no infinito

e a reta projetiva real. Isso justifica que apelidemos este conjunto de pontos de reta do infinito.

3. RETAS EM P2

Acabamos de denominar reta do infinito a um subconjunto de P? formado por retas coplanares de R3
passando pela origem. Coerentemente, chamaremos qualquer subconjunto desse tipo de uma reta de P%. Mais
formalmente, cada subespaco S de dimensao 2 de R3 corresponde a uma reta de P2, formada pelo subconjunto
dos pontos cujos representantes pertencem a S. Note que tal subconjunto estd bem definido, pois se um vetor
pertence a S todos os seus multiplos também pertencem a S.

Como dois vetores nio nulos e nio paralelos (independentes) de R definem um tinico subespaco de dimenséao
2, temos que dois pontos distintos de P? definem uma tnica reta. Assim, um terceiro ponto pertence & reta
definida por outros dois se, e somente se, um representante qualquer de sua classe de equivaléncia pertence ao

subespago gerado por representantes dos outros dois. Isto nos proporciona o seguinte

Lema 3.1. Condicao de alinhamento de trés pontos. Os pontos A, B e C do plano projetivo estdo
alinhados se, e somente se, € nulo o determinante da matriz 3 X 3 cugjas linhas sdo as coordenadas desses pontos

em uma determinada referéncia projetiva.
Corolario 3.2. As retas do plano projetivo sao os conjuntos-solucao das equagoes homogéneas de primeiro grau
aX+bY+cZ=0,

onde [X, Y, Z] representam as coordenadas homogéneas de um ponto genérico de P? e a,b, ¢ sdo constantes (reais)

nao todas nulas.

Demonstracao. O ponto [X,Y, Z] pertence & reta definida por dois pontos distintos A = [A7,A2,A3] e B =
[B1, B2, B3] se, e somente se,

A Az A A, A As A A A
By By, B3l=0 <& ["2 BIx+2 My Rz =o.
X v 7 B, B3 Bz Bj By B2

Esta ultima equagao é homogénea de primeiro grau em X, Y, Z, e seus coeficientes nao sao todos nulos porque
os pontos A e B sao distintos.

Reciprocamente, supondo a # 0 sem perda de generalidade, as solu¢oes de aX + bY + ¢Z = 0 sdo os pontos
da reta definida por [b,—a,0] e [c,0,—al]. |
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Exercicio 3.3. Determine a condigdo para que duas equactes homogéneas de primeiro grau representem a

mesma reta.

Teorema 3.4. Teorema Fundamental aplicado ao Plano Projetivo. Sejam A,B,C,D quatro pontos
distintos do plano projetivo tais que quaisquer trés entre eles nao pertencem a uma mesma reta. E sempre

possivel escolher uma base de R3 para a qual as coordenadas projetivas desses pontos sejam
A =[1,0,0], B=10,1,0, C=[0,0,1], D=1[1,1,1].
Demonstracao. Exercicio. O
Agora estamos prontos para provar nosso primeiro teorema importante.

Teorema 3.5. Teorema de Desargues. Sejam ABC e A’B'C’ dois tridngulos no plano projetivo tais que
as retas que unem vértices correspondentes sao concorrentes, ou seja, existe um ponto O pertencente ds retas
AA’, BB’ e CC'. Entao os lados correspondentes (AB e A'B’, BC e B'C’, CA e C’'A’) intersectam-se em pontos
colineares.

Demonstragao. Escolhendo a referéncia projetiva (A, B, C;0), a reta OA tem equagdo Y = Z (pois tanto O
como A sao solugoes dessa equagdo). A é o tnico ponto desta reta com coordenadas Y e Z nulas, logo A’ possui
coordenadas [a,1,1], com a € R. Analogamente, B’ = [1,b,1], C' = [1,1,c], com b,c € R. A reta BC tem
equagao X = 0, logo o ponto P de interseccao desta reta com B’C’ tem coordenadas P = [0, P2, P3] tais que

1 b 1
1 1 ¢|=0= (1—c)P2+(1—-b)P3=0,
0 P2 P3

logo P =[0,b—1,1—c]. Analogamente, Q = CANC'A’ ¢ R=ABNA’B’ tém coordenadas Q = [1 —a,0,c —1]
e R=[a—1,1—-1,0]. Para concluir que P, Q e R sdo colineares basta verificar que
0 b—1 T—c¢
1—a 0 c—1/=0,
a—1 1-D 0

o que pode ser feito observando que a soma das linhas é nula. (Il

4. DUALIDADE

Definida uma referéncia projetiva em P2, cada vetor (a,b,c) € R® — 0 pode ser associado & reta de equacao
(4.1) aX+bY+cZ=0

no plano projetivo. Dois vetores definem a mesma reta se, e somente se, sdo paralelos (ou multiplos, ou
dependentes) (exercicio (3.3)), ou seja, quando pertencem & mesma classe de equivaléncia para a relagao ~. Isso
nos permite associar coordenadas homogéneas também as retas de P2, do mesmo modo que fazemos com os seus
pontos. Mais especificamente, se 1 é a reta de equagao (4.1), escreveremos r = (a, b, c), e diremos que (a, b, c)
sado as coordenadas da reta T, e para todo A escalar ndo nulo, (a, b, c) = (Aa,Ab, Ac).

Denominamos dual de P2, representado por (IP’Z) " a0 plano projetivo cujos pontos tém as mesmas coordenadas
das retas de P? (ou cujos pontos sdo essas retas). Dessa forma, a equacao (4.1) pode ser interpretada de duas

formas:

e O ponto de coordenadas [X,Y, Z] pertence d reta de coordenadas {a,b,c) em P2.

o A reta de coordenadas [X,Y, Z] passa pelo ponto de coordenadas {a,b,c) em (IF’Z)

Ao fato de uma reta passar por um ponto ou de um ponto pertencer a uma reta denominaremos incidéncia,
ou seja, diremos que o ponto e a reta sao incidentes. Como o plano projetivo e o seu dual sao isomorfos, obtemos

0 seguinte

Teorema 4.1. Principio de Dualidade: A toda proposicao sobre pontos, retas e incidéncias no plano projetivo
associamos sua proposicao dual substituindo cada palavra “ponto”pela palavra “reta”, cada palavra “reta ”pela
palavra “ponto”, e mantendo as relagoes de incidéncia. Toda proposicao tem o mesmo valor logico que sua

proposi¢ao dual.
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Nessa dualizacao, é comum representar um ponto por uma letra maitiscula e sua reta dual pela mesma letra,

[3% 25

mas minuscula, e vice-versa. Outra notagdo comum é acrescentar um ao simbolo de um ponto ou reta para
representar seu dual.

A tabela a seguir contém alguns exemplos de proposigdes e suas respectivas duais.

PROPOSICAO DUAL

Os pontos A, B e C sao colineares As retas a, b e ¢ sdo concorrentes

A reta 1 intersecta as retas s e t nos pontos As retas tracadas do ponto R aos pontos S e
PeQ Tsaopeq.

Os quatro pontos A, B, C, D definem 6 retas As quatro retas a,b,c,d definem 6 pontos
distintas XY com X,Y € {A, B, C,D}. distintos x Ny com x,y € {a,b,c, d}.

Exercicio 4.2. Faca um desenho para cada par de proposigoes duais da tabela anterior.

BURACO

5. CONICAS

Denominamos cénica ao conjunto dos pontos [X,Y, Z] € P? que sio solucio de uma equacio homogénea de

segundo grau em X, Y, Z, ou seja uma equagao do tipo

(5.1) aX? 4+ bY? 4 cZ? 4 2dYZ + 2eZX + 2fXY = 0.

Esta equagao pode ser convenientemente escrita em forma matricial:

a f e X
(x Y z)[f b a]|Y]|=0
e d c
Por este motivo chamaremos de matriz da conica a matriz simétrica 3 x 3

M =

© - 0
o o =
0 Ao

Quando M é invertivel dizemos que a cOnica é ndao degenerada.

Note que a condigao para que um ponto pertenga a uma conica independe do representante escolhido para o
ponto, ja que a equagao é homogénea. Note também que ao multiplicarmos a equagao (5.1) por uma constante
nao nula (o que equivale a multiplicar a matriz M por essa mesma constante) o conjunto dos pontos da
cOnica permanece exatamente o mesmo. Assim, a cOnica representada por essa equagdo pode ser associada
bijetivamente ao ponto [a,b,c,d, e, f] de P>. Podemos dizer entdao que as conicas de P? formam um espaco
projetivo de dimensao 5. Tal espago projetivo pode ser obtido a partir do espago vetorial das matrizes simétricas
3x3 (de dimenséo 6). Assim, cada conica de P? estd associada a uma classe de equivaléncia de matrizes simétricas
3 x 3, e uma representante qualquer dessa classe serd chamada de matriz da conica.

5.1. Polaridade definida por uma cénica. Seja C uma cdnica no plano projetivo. Vamos simplificar a (ou
abusar da) notacao e denominar também por C a uma matriz qualquer de C (Em vez de chamar a matriz de
M e dizer C = [M]). Utilizaremos também a tradicional representagdo matricial para vetores, ou seja, serao
considerados matrizes-coluna. Faremos uma nova simplificacio (ou abuso) de notacdo para pontos P € P? e
chamaremos também de P & matriz-coluna correspondente a um vetor qualquer da classe de equivaléncia de P.
Isso nos permitira escrever CP para o resultado do produto de uma matriz de C por um vetor representante de
P. O resultado é outra matriz coluna, ou seja, outro vetor de R3. Mudar os representantes de C e P apenas

multiplica CP por uma constante, de modo que CP define uma tnica classe de equivaléncia de (IR3 — O) / ~,
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que pode ser interpretada como um ponto ou uma reta do plano projetivo. Como veremos a seguir, a segunda

alternativa é geometricamente muito mais rica.

Definicao 5.1. Dada uma conica nao degenerada C, denominamos polaridade em relagao a C a transformagao
projetiva C : P? — (Pz)* que associa a cada ponto P do plano projetivo a reta p de coordenadas CP no mesmo

plano. Neste caso, diremos que p é a reta polar de P em relagao a C.

Uma consequéncia imediata desta definicao e da definicao de conica é o seguinte fato:

Os pontos de uma conica sdo exatamente aqueles que pertencem as suas proprias polares.

(Basta observar que a versdo matricial da equagdao (5.1) traduz-se como P'CP = 0, e como p = CP, isto
equivale a P'p = 0, ou seja, P € p).

A reta polar de um ponto P pertencente a conica também é chamada de reta tangente a conica no ponto.

Exercicio 5.2. Prove que esta definicao de reta tangente coincide com a nogao habitual do termo, ou seja,
uma reta é tangente a uma conica no ponto P se, e somente se, P é o inico ponto de interse¢ao entre a reta e a

conica.

Teorema 5.3. Se A e B sdo dois pontos distintos do plano projetivo e a e b sdo suas respectivas polares em
relacdo a conica nao degenerada C, entdo
Acb& Bca.

Demonstracio. A €b < A'(CB) =0 < (ACB)' =0 & B'C'A=0 & B'CA)=0 & Bea
(Utilizamos que C é uma matriz simétrica, logo igual a sua transposta). ([l

Teorema 5.4. Construcgao da reta polar usando apenas régua. Seja ABCD wum qudrildtero inscrito em
uma conica nao degenerada C. Sejam P = ACNBD, Q = ABNCD, R =BCNDA os vértices do triangulo
diagonal de ABCD. Entdo o triangulo PQR ¢é autopolar em relagdo a cénica C, ou seja, a polar de cada vértice

€ a reta definida pelo lado oposto.

Demonstragao. Usando a referéncia projetiva (P, Q,R; A), obtemos B = [1,—1,1], C=[-1,1,11 e D = [1,1,-1].
Para que os pontos A, B, C e D sejam solugdes para a equagao (5.1) devemos ter
a+b+c+2d+2e+2f=0
a+b+c+2d—2e—-2f=0
a+b+c—2d+2e—-2f=0
a+b+c—2d—2e+2f=0

a+b+c=0
d=0
—
e=20
f=0

Logo a matriz de C é diagonal com trago a + b+ c = 0. Como a coénica é ndo degenerada, a,b,c sdao nao
nulos. A polar p de P = [1,0,0] tem coordenadas CP = (a,0,0) = (1,0, 0), logo tem equagdo X = 0, o que prova

que p = QR. Para as polares de Q e R a demonstragao é andloga. O

Coroldrio 5.5. Seja P um ponto ndo pertencente a conica nao degenerada C e seja v uma reta passando por P
que corta a conica em dois pontos distintos A e B. Entao v corta a reta polar de P em relagao a C no conjugado

harmonico de P em relacao a A e B.

Demonstragao. Exercicio [l



