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Professor Matheus Secco

29 de janeiro de 2015

1 TIlustrando algumas técnicas

Bije¢oes (IMC 12) Para cada inteiro positivo 1, seja p(1) o nimero de maneiras de expres-
sar n como soma de inteiros positivos. Por exemplo, p(4) = 5, porque 4 =3 +1 =
2+2=2+41+1=1+1+1+1. Defina também p(0) = 1. Prove que p(n)—p(n—1)éo
numero de maneiras de expressar n como soma de inteiros, sendo que cada um deles
¢ maior do que 1.

Demonstragdo. Dividiremos as parti¢does de n em dois conjuntos: A é o conjunto das
parti¢cées que ndo contém 1 em sua representacdo e B é o conjunto das parti¢ées
restantes. Queremos mostrar que p(n) —p(n—1) = n(A). Como p(n) = n(A) + n(B),
basta provar que n(B) = p(n—1). Agora é simples: de fato, dada uma particao que
contém 1 em sua representacio, retire esse 1, obtendo uma particdo de n— 1. E facil
ver que tal operacdo é reversivel e, portanto, a bijecao esta feita. O]

Recorréncias Determine o numero de sequéncias de n digitos que podemos formar com
os numeros 0, 1 ou 2, de modo que nao existam dois zeros consecutivos.

Demonstragdo. Diremos que os nimeros que satisfazem tal propriedade do enunci-
ado sao legais. Seja x,, a quantidade de numeros legais de n digitos. Ha dois tipos de
numeros legais de n + 2 digitos: i) aqueles que terminam em 0 ; ii) aqueles que ndo
terminam em O.

Contaremos inicialmente os do tipo i):

Se o ntiimero termina em 0, o seu penultimo algarismo deve ser 1 ou 2 e dai os n
primeiros digitos podem formar qualquer nimero legal. Logo, aqui ha 2x, nimeros
deste tipo.

Agora, contaremos os do tipo ii):

Como o numero nao termina em 0, os 7+ 1 primeiros digitos podem formar qual-
quer numero legal e ainda devemos escolher o tltimo algarismo, que pode ser 1 ou
2. Logo, aqui ha 2x,,; nimeros.

Entao, temos que x,,, = 2x,,1 + 2x,,, com x; = 3 e x, = 8. Resolvendo a recorréncia,

encontraremos que x, = (1 + V3)" + 2\T/g(l —V3)" O

Inclusao-Exclusao Cinco equipes concorrem numa competi¢cao automobilistica, em que
cada equipe possui dois carros. Para a largada sdao formadas duas colunas de carros
lado a lado, de tal forma que cada carro da coluna da direita tenha ao seu lado, na
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coluna da esquerda, um carro de outra equipe. Determine o nimero de formagées
possiveis para a largada. Considere que carros de uma mesma equipe sdo idénticos.

Demonstragdo. Seja A; o conjunto das formagdes que possuem a equipe i com carros
alinhados. Queremos, portanto, encontrar (120) . (g) . (g) . (g) —|AfUA,UA3UALU A5
Temos que:

Arl =450 = =1451=5-5)- () ()

A1 N Ayl =+ =1A4NAs|=5-4-(5)-(3)

Ay NAyNA;z| = =|A3NAsNAs|=5-4-3-(3)

A NANAsNAy = =|AyNASNALNAy=5-4-3-2

|A1 ﬂAzﬂA3 ﬂA4ﬂA5| :5432
Finalmente, o namero desejado é 113400—5~5-(§)~(g)'(3)+10'5'4~3~(§)—10~—5-4'
3-(%)4—5-5-4-3-2—5-4-3-2: 113400-63000+18000-3600+600—-120 = 65280. I

2 Problemas

1.

(Putnam 96) Um conjunto A ¢é dito egoista se a cardinalidade de A pertence a A.
Determine a quantidade de subconjuntos egoistas de {1,2,...,n} que ndo possuem
um subconjunto préprio egoista.

. (Canada 83) Seja n um inteiro positivo e seja S = {1,2,...,n}. Prove que o numero de

permutacdes de S sem pontos fixos e o nimero de permutacoes de S com exatamente
um ponto fixo diferem de 1.

. (Cone Sul 97) Seja n > 3 um nimero natural. Demonstre que entre os multiplos de 9

menores que 10", hd mais nameros com soma de seus algarismos igual a 9(n —2) do
que numeros com soma de seus algarismos igual a 9(n—1).

. (IMO 79) Sejam A e E dois vértices opostos de um octégono. Um sapo comega num

ponto A. De qualquer vértice, excetuando E, o sapo pode pular para um dos dois
vértices adjacantes. Quando o sapo alcanga o vértice E, ele para. Seja a,, o nimero de

caminhos distintos, com exatamente #n pulos, terminando em E. Prove que a,,_1 =0
_ 24V (2v2)!
= 7 )

edyy,

. (Roménia 97) Os vértices de um dodecdgono regular devem ser coloridos de verme-

lho ou azul. Encontre o nimero de coloragdes que ndo contém subpoligonos regula-
res monocromaticos.

. (Roménia 00) Seja n > 2 um inteiro positivo. Encontre o nimero de fungodes f :

{1,2,...,n} - {1,2,3,4,5} satisfazendo a seguinte propriedade: |f(k+1)— f(k)| > 3,
paratodo 1 <k<n-1.

. (Catalan) Pipoco trabalha no cinema OBM, que tem capacidade de 200 assentos. Na

noite de estreia de ”"Vocé quer ser ouro na IMO?”, 200 pessoas fazem uma fila para
comprar ingressos para o filme. O custo de cada ticket é de 5 reais. Entre as 200
pessoas da fila, 100 possuem uma nota de 5 reais e as outras 100 possuem uma nota
de 10 reais. Pipoco, que é um tanto lesado, esqueceu de pegar dinheiro para troco
nesta noite. As 200 pessoas estdo em uma ordem aleatéria na fila e elas nao estdo
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dispostas a esperar o seu troco chegar, quando estiverem comprando seu ticket. Qual
a probabilidade de que Pipoco conseguira vender todos os ingressos com sucesso?

8. (Roménia 98) Uma palavra de tamanho n é uma sequéncia ordenada x;x,...x,, onde
x; é uma letra do conjunto 4, b, c. Denote por A, o conjunto das palavras de tamanho
n que ndo contém dois termos consecutivos iguais a aa ou bb e por B,, o conjunto das
palavras de tamanho n que ndo contém trés termos consecutivos iguais a abc ou uma
permutacdo de abc. Prove que |B,,,1| = 3|A,,|.

9. (IMO 11 - P4) Seja n um inteiro positivo. Temos uma balanc¢a de dois pratos e n pesos
cujas massas sao 20 21 2"l Devemos colocar os pesos na balanca, um por um,
de tal forma que o prato direito nunca seja mais pesado do que o prato esquerdo.
A cada passo, devemos escolher um dos pesos que ainda nao estejam na balanca e
coloca-lo sobre o prato esquerdo ou sobre o prato direito, procedendo assim até que
todos os pesos tenham sido colocados nela. Determine o nimero de maneiras em
que isso pode ser feito.

10. (Putnam 02) Um subconjunto ndovazio S C{1,2,...,n} é codiloco se a média aritmética
de seus elementos é um inteiro. Prove que a quantidade de subconjuntos codilocos
tem a mesma paridade que n.

11. (IMOSL 97) Na Aladndia, ha n rapazes e n garotas, e cada garota conhece todos os
rapazes. Na Beldndia, hd n garotas g;,9,,...,¢, € 2n —1 rapazes ry,1p,...,1,1. A
garota g;, 1 = 1,2,...,n, conhece os rapazes by, b,,...,b,;_1 e nenhum dos outros. Para
cadar=1,2,...,n, sejam A(r) e B(r) o nimero de maneiras é possivel escolhermos r
garotas de Alandia e Belandia, respectivamente, e r rapazes da mesma cidade podem
formar r pares, de modo que cada garota forme par com um rapaz que conhece.
Prove que A(r) = B(r) parar=1,2,3...,n.

12. H4 n carros numerados, de 1 até n, e uma fileira com n lugares para estacionar,
também numerados de 1 até n. Cada carro i tem seu lugar favorito a;; quando vai es-
tacionar, dirige-se ao seu lugar favorito; se ele esta livre, estaciona ali, caso contrério,
avanga para o proximo lugar livre e estaciona; se ndo encontra lugar livre, vai embora
e nao volta mais. Quantas sequéncias (ay,4a,,...,4,) existem tais que todos os n carros
conseguem estacionar?

13. (IMOSL 08) Determine, em funcao de #n, n inteiro positivo, a quantidade de permutagoes
(ay,ay,...,a,) de {1,2,...,n} com a seguinte propriedade:

2(ay +ay+---+ag) édivisivel por k parak=1,2,...,n.

14. (IMO 89 - P6) Uma permutagdo (xq,xy,...,X,,) do conjunto {1,2,...,2n}, onde n é um
inteiro positivo, é dita bacana se |x; — x;,1| = n para pelo menosumi€l,2,...,2n—1.
Prove que, para cada n, hd mais permutagdes bacanas do que ndo-bacanas.

15. H4 n carros numerados, de 1 até n, e uma fileira com n lugares para estacionar,
também numerados de 1 até n. Cada carro i tem seu lugar favorito a;; quando vai es-
tacionar, dirige-se ao seu lugar favorito; se ele esta livre, estaciona ali, caso contrdrio,
avanga para o proximo lugar livre e estaciona; se ndo encontra lugar livre, vai embora
e nao volta mais. Quantas sequéncias (ay,4,,...,4,) existem tais que todos os n carros
conseguem estacionar?
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16. (Lucas) De quantas maneiras podem 7 casais sentar numa mesa circular de maneira

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

que héd pelo menos um homem entre quaisquer duas mulheres e ndao hd nenhum
homem sentado ao lado de sua esposa?

(Roménia 2003) Em uma competi¢ao de matemadtica, participam 2n estudantes. Cada
um deles submete um problema para o juri. Em seguida, o jari propde para cada es-
tudante um dos 2n problemas submetidos (todos os problemas submetidos sdo uti-
lizados). Esta competicdo é dita justa se existem n competidores que receberam os
problemas propostos pelos outros n competidores. Prove que o namero de maneiras
em que os problemas podem ser distribuidos para se formar uma competigao justa é
um quadrado perfeito.

(IMOSL 07) Encontre todos os inteiros positivos n para os quais os nimeros do
conjunto S = {1,2,...,n} podem ser coloridos de vermelho ou azul, com a seguinte
condigdo acontecendo: o conjunto S timesS x S contém exatamente 2007 triplas or-
denadas (x, v, z) tais que:

(i) x,v,z sdo da mesma cor

(ii) x + v + z é divisivel por n

(Balcanica 14) Seja n um inteiro positivo. Um hexdgono regular de lado # é dividido
em tridngulos equilateros de lado 1 através de retas paralelas a seus lados. Encontre
o numero de hexdgonos regulares cujos vértices sdo também vértices dos tridngulos
equildteros.

(Putnam 05) Sendo m, n inteiros positivos, seja f(m,n) a quantidade de n-uplas de
inteiros (x1,X,,...,x,) tais que |x;|+--- +|x,| < m. Prove que f(m,n) = f(n,m).

(IMOSL 02) Seja n um inteiro positivo. Uma sequéncia de n inteiros positivos (nao
necessariamente distintos) é dita cheia se satisfaz a seguinte condi¢do: para cada
inteiro positivo k > 2, se o numero k aparece na sequéncia, o numero k — 1 também
aparece e, além disso, a primeira apari¢ao de k — 1 acontece antes da ultima apari¢ao
de k. Para cada n, determine a quantidade de sequéncias cheias de n elementos.

(Cone Sul 04) Seja n um inteiro positivo. Seja C,, a quantidade de inteiros positivos

x, menores que 10", tais que a soma dos algarismos de 2x é menor que a soma dos

4(10" -1
algarismos de x. Prove que C,, > %

(Putnam 96) Dada uma sequéncia finita S de simbolos X e O, definimos A(S) = n(X)-
n(0O), onde n(X) e n(O) representam, respectivamente, a quantidade de simbolos X‘s
e O's na sequéncia S. Por exemplo, A(XOOXOOX) =3 -4 =-1. Uma sequéncia S
é dita balanceada se para toda subsequéncia T de simbolos consecutivos de S, -2 <
A(T) < 2. Determine o nimero de sequéncias balanceadas de tamanho n.

(IMO 08 - P5) Sejam n e k nimeros inteiros positivos tais que k > n e k —n é um
numero par. Sao dadas 2n lampadas numeradas de 1 a 2n, cada uma das quais pode
estar acesa ou apagada. Inicialmente todas as ldmpadas estao apagadas. Uma operagiao
consiste em alterar o estado de exatamente uma das ldmpadas (de acesa para apagada
ou de apagada para acesa). Consideremos sequéncias de operagoes.
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25.

26.

Seja N o nimero de sequéncias com k operagdes ap0ds as quais as lampadas de 1 a n
estdo todas acesas e as lampadas de n+ 1 a 2n estdo todas apagadas.

Seja M o numero de sequéncias com k operagdes apds as quais as ldmpadas de 1 a
n estdo todas acesas e as lampadas de n+ 1 a 2n estdo todas apagadas, e durante as
quais todas as ldmpadas de n+ 1 a 2n permanecem sempre apagadas.

Determine a razdo %

(IMO 95 - P6) Seja p um primo impar. Encontre o nimero de subconjuntos A, com
p elementos, do conjunto {1, 2,...,2p} tais que a soma dos elementos de A é divisivel

por p.

(IMO 97 - P6) Para cada inteiro positivo n, seja f(n) o numero de parti¢does de n em
poténcias de 2. Prove que, para todo n > 3,

2n2/4 Sf(zn) < 2n2/2'



