Desigualdades: o basico e alguns elementos

Professor Emiliano Augusto Chagas

Desigualdades é um assunto que, assim como muitos topicos em olimpiada, possui uma quantidade grande
de conteldo e de técnicas. Para se ter uma ideia, entre as desigualdades que um aluno postulante a IMO
deve dominar temos: Aritmética-Geométrica-Harmonica, Cauchy-Schwartz, Chebychev, Rearranjo,
Bernoulli, Jensen, e por ai vai. De nada vai adiantar "ter uma no¢ao" sobre todas essas desigualdades se o
basico nao for dominado.

O basico tratado aqui sera: transformacdes irreversiveis, estimativas, formulas algébricas, completar
quadrados, alguns maximos e minimos e finalmente desigualdade entre as médias.

Para esquentar!

01) }<«/a+1—«/a—1, paraa> 1.
a

a+b a b

02) < +
l+a+b 1+a 1+b

,paraa,b>0

03) x® +2 > x* + 2x, para todo x real.

04) Seja R = a + b + ¢ + ,paraa, b,ced>0. Mostreque 1< R <2
a+b+d a+b+c b+c+d a+c+d
1 1 1 1 7 1
05) —+—+—=+..+—<———,paran>2
ety n2 -4 n'P

135 2n-1 1 1

06) Seja Q(n) ==.—.—... , para n > 1. Mostre que —= <Q(n) <
2°46" 2n 27n Jon+1

07) X* —2xy+6Yy?> —12x+2y+41>0

Desigualdade das Médias, Alguns Maximos e Minimos

2 2
Sejam: QM = |2 ;b , AM :a%b,GM —/ab e HM = 121,temos:
7+7
a b

QM > AM >2GM = HM

A igualdade ocorre se, e somente se, a = b.

O resultado segue para mais variaveis, para trés variaveis definimos:

2 2 2
QM :J%, AM :a+Tb+C,GM = 3/abc e HM =%

a b c

A igualdade ocorre se, e somente se, a=b = c.



Algumas consequéncias dessas desigualdades sao maximos e minimos. Para a, b > 0:

1
Na soma temos a+b > 2+ab , que noslevaa X+~ > 2. Olhando o produto temos ab <

08) %+£221+l .Paraa,b>0
b a* a b

09) Se x®+y®=2,entdo X+y<2
10) X* + Y2 + 2% > Xy + yz + X
11) X* +y* + 2% > xyz(x + y + 2)

bc ca ab
12) a+b+c<—+—+—

a b c

bc ca ab
13) Ache o menorvalorde V = —+ F +—
a C

a b c

3
14) + + ZE.Paraa,b,c>0

b+c a+c a+b

15) (1+ lj(l-i-%j >4 paraa,b>0eab=1
a

16) (a+b)(b+c)(c+a)28abc paraa,bec>0

a

17) (1+1)(1+%j29 paraa,b>0ea+b=1

18) ParaO<b<a, a+

ab—b223

a b c d

19) + + +
b+c c¢c+d d+a a+b

20) ab(a +b)+bc(b+c) +ca(c+a) > 6abc paraa, b, c>0.

a*+9

10

4
21) > — paraa>0.

22) (Suiga 1983) Sejam a, b e ¢ > 0. Prove que abc> (b+c—a)(c+a—b)(a+b—-c)

23) (IMO 2000) Sejam a, b e ¢ > 0 tais que a.b.c = 1. Prove que (

2
a b c
24) (Gr3 Bretanha 2005) Sejam a, b e ¢ > 0. Prove que (B+— +—J >(a+b+ C)[
cC a

X

>2 paraa, b, c>0.

(

c-1+—

E

1 1
a b c

T



25) (Balkan 2001) Seja a+b+¢ > abc. Prove que a2 +b? +¢? > /3abc

26) (Russia 2002) Sejamx,yez>0ex+y+z= 3. Prove que \/;+\/§+ Z 2 Xy+Yyz+ 12X

27) (Jap3o 2005) Sejama,bec>0ea+b+c=1. Prove que all+b-c+b3l+c-a+cil+a-b<1

a—-bc b—-ac c—ab 3
+ + <

28) (Canada 2008) Sejam a,bec>0ea+b+c=1.Prove que < —
a+bc b+ac c+ab 2

. 1 1 1 3 2
29) (Peru 2007) Sejama,bec>0e a+b+Cc> —+ —+ —.Proveque a+b+c> + .
a b c a+b+c abc




Dicas:

03) Colocar todos os termos na esquerda. Ha um fator (x - 1). Testar os casos x <1, -1<x<1ex> 1.

05)%< ! paran > 2
n° n(n-1)
246 2n 246 2n-2
06) Q(n) <<.2.2 . 20(n)><.22..
) QM <557+ onp1 & RM> 357507
07) (x—y—-6)*

09) Xx=14+Uuey=1+v

13) Calcule V?

2
17) ABS(A_'_BJ .FacgaA=a-beB=b

2 2
(@a+b+c+d) . (c+d)(a+b)£(a+b+c+d)

18) (b+c)(d +a) < . P

20) Quebre na soma de quatro termos e utilize desigualdade das médias.



