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1 Diferenças finitas

Seja P (x) um polinômio de grau m. Defina ∆k+1P (n) = ∆kP (n + 1) −∆kP (n), ∀k ≥ 1,
com ∆1P (n) = P (n+ 1)− P (n).

Teorema 1. Seja P (x) um polinômio de grau m, em que m > 0. Então ∆mP (n) é uma
constante diferente de zero.
Prova.

Seja P (x) = amxm + am−1x
m−1 + . . .+ a1x+ a0 um polinômio qualquer. Então

∆P (n) = P (n+ 1)− P (n) =

am(n+1)m+am−1(n+1)m−1+ . . .+a1(n+1)+a0− (amnm+am−1n
m−1+ . . .+a1n+a0).

É fácil ver que o grau de ∆P (n) é m − 1 e seu termo de maior grau é am
(

m
1

)

nm−1, pois
am 6= 0.
Dessa forma, para k ≤ m, o grau de ∆kP (n) é m − k. Portanto, quando k = m o grau de
∆mP (n) é 0, assim ∆mP (n) é uma constante diferente de zero.

Problema 1. Determine todos os polinômios P (x) tais que P (x+1)− P (x) = 2x+1, ∀x.
Solução.

Temos que ∆P (n) = 2n+1, assim ∆2P (n) = ∆P (n+1)−∆P (n) = 2(n+1)+1−(2n+1) = 2.
Como ∆2P (n) é constante e diferente de zero então P (x) tem grau 2, ou seja, P (x) =
ax2 + bx+ c, assim

a(x+ 1)2 + b(x+ 1) + c− ax2 − bx− c = 2x+ 1 ⇔

2ax+ a+ b = 2x+ 1, ∀x.
Dessa forma, 2a = 2 e a + b = 1. Portanto, a = 1 e b = 0 e P (x) = x2 + c, para alguma
constante c.

Problema 2. (AIME) Sejam x1, x2, . . . , x7 números reais tais que

x1 + 4x2 + 9x3 + 16x4 + 25x5 + 36x6 + 49x7 = 1,

4x1 + 9x2 + 16x3 + 25x4 + 36x5 + 49x6 + 64x7 = 12,

9x1 + 16x2 + 25x3 + 36x4 + 49x5 + 64x6 + 81x7 = 123.

Determine o valor de 16x1 + 25x2 + 36x3 + 49x4 + 64x5 + 81x6 + 100x7.
Solução.
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Defina P (n) = (n+1)2x1 +(n+2)2x2 +(n+3)2x3 + . . .+(n+7)2x7. Temos que P (0) = 1,
P (1) = 12, P (2) = 123 e que P (n) é um polinômio quadrático. Desejamos calcular o valor
de P (3). Assim

∆P (0) = P (1)− P (0) = 11,

∆P (1) = P (2)− P (1) = 111,

∆2P (0) = ∆P (1)−∆P (0) = 100.

Dessa forma, ∆2P (n) = 100, ∀n. Assim, ∆2P (1) = ∆P (2)−∆P (1) ⇔ 100 = ∆P (2)−111 ⇔
∆P (2) = 211. Mas, ∆P (2) = P (3)− P (2) ⇔ 211 = P (3)− 123 ⇔ P (3) = 334.

2 Polinômio interpolador de Lagrange

Vamos resolver um problema que serve de motivação para a construção do polinômio inter-
polador de Lagrange.

Problema 3. Determine um polinômio quadrático tal que P (−1) = −4, P (1) = 2 e
P (2) = −1.

Solução.

Seja P (x) = ax2 + bx+ c, com a 6= 0, então

P (−1) = a ·(−1)2+b ·(−1)+c= −4, P (1) = a ·12+b ·1+c= 2 e P (2) = a ·22+b ·2+c= −1.

Resolvendo o sistema linear encontramos P (x) = −2x2 + 3x+ 1.

Resolver o sistema linear obtido pode ser muito trabalhoso e dif́ıcil se o grau do polinômio for
grande. Para resolver problemas deste tipo e outros problemas vamos estudar o polinômio

interpolador de Lagrange.

Teorema 2. Dados n ∈ N, a0, a1, . . . , an e b0, b1, . . . , bn números complexos com
a0, a1, . . . , an distintos, existe um único polinômio P (x), de grau no máximo n, tal que

P (αi) = βi, 0 ≤ i ≤ n.

Demonstração:

Vamos inicialmente determinar o polinômio. Para isto, observe os polinômios

Dk(x) =
(x− α0)(x− α1) . . . (x − αk−1)(x− αk+1) . . . (x− αn)

(αk − α0)(αk − α1) . . . (αk − αk−1)(αk − αk+1) . . . (αk − αn)

é fácil ver que

Dk(αi) =

{

1, i = k

0, i 6= k

Agora multipliqueDk(x) pelo número βk e, então, adicione todos esses polinômios resultando
no polinômio

P (x) =

n
∑

k=0

βkDk(x)

que satisfaz as condições do enunciado. Para demonstrar a unicidade sejam P1 e P2 dois
polinômios, que satisfazem as condições impostas. O polinômio H(x) = P1(x) − P2(x) tem
grau no máximo n e possui n + 1 ráızes α0, α1, . . . , αn, portanto, é identicamente nulo.
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Com isso, P1(x) ≡ P2(x).

O polinômio Dk(x) não caiu do céu, então vamos ver a sua construção. Temos que

Dk(αi) =

{

1, i = k

0, i 6= k

Como Dk(αi) = 0 para todo i 6= k, então

Dk(x) = C(x− α0) . . . (x− αk−1)(x− αk+1) . . . (x− αn).

Para determinar o valor de C vamos substituir x = αk e usar a condição Dk(αk) = 1. Então,

1 = C(αk − α0) . . . (αk − αk−1)(αk − αk+1) . . . (αk − αn).

Portanto,

Dk(x) =
(x− α0)(x − α1) . . . (x− αk−1)(x − αk+1) . . . (x − αn)

(αk − α0)(αk − α1) . . . (αk − αk−1)(αk − αk+1) . . . (αk − αn)
.

Problema 4. (Mandelbrot) Seja P (x) um polinômio de grau 2 tal que P (0) = cos3 10◦,
P (1) = cos 10◦ sin2 10◦ e P (2) = 0. Determine P (3).

Solução.

Usando o polinômio interpolador de Lagrange temos

P (x) = P (0) · (x− 1)(x− 2)

(0− 1)(0− 2)
+ P (1) · (x− 0)(x− 2)

(1− 0)(1− 2)
+ P (2) · (x− 0)(x− 1)

(2− 0)(2 − 1)
.

Como P (0) = cos3 10◦, P (1) = cos 10◦ sin2 10◦ e P (2) = 0 então

P (x) = cos3 10◦ · (x− 1)(x− 2)

(0− 1)(0− 2)
+ cos 10◦ sin2 10◦ · (x− 0)(x− 2)

(1− 0)(1− 2)
+ 0 · (x − 0)(x− 1)

(2 − 0)(2− 1)
.

Queremos P (3) assim

P (3) = cos3 10◦ · (3 − 1)(3− 2)

(0 − 1)(0− 2)
+ cos 10◦ sin2 10◦ · (3− 0)(3− 2)

(1− 0)(1− 2)
+ 0 · (3− 0)(3− 1)

(2− 0)(2− 1)
⇔

P (3) = cos3 10◦ · 1 + cos 10◦ sin2 10◦ · (−3) ⇔

P (3) = cos3 10◦ − 3 cos 10◦ sin2 10◦ ⇔

P (3) = cos3 10◦ − 3 cos 10◦(1− cos2 10◦) ⇔

P (3) = 4 cos3 10◦ − 3 cos 10◦ ⇔

P (3) = cos 3 · 10◦ = cos 30◦ =

√
3

2
.

Problema 5. (IMO Shortlist) Seja F1 = F2 = 1, Fn+2 = Fn+1 +Fn e seja f um polinômio
de grau 990 tal que f(k) = Fk, k ∈ {992, 993, . . . , 1982}. Mostre que f(1983) = F1983 − 1.

Solução.

Temos que f(k+992) = Fk+992, para k = 0, 1, . . . , 990 e precisamos provar que f(992+991) =
F1983 − 1. Seja g(x) = f(x+992), que também possui grau 990. Nosso novo problema é tal
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que se g(k) = Fk+992, para k = 0, 1, . . . , 990, então g(991) = F1983 − 1. Usando o polinômio
interpolador de Lagrange temos que

g(x) =
990
∑

k=0

g(k) · (x − 0)(x− 1) . . . (x− k + 1)(x− k − 1) . . . (x− 990)

(k − 1)(k − 2) . . . 1 · (−1) . . . (k − 990)
.

Então

g(991) =

990
∑

k=0

g(k)

(

991

k

)

(−1)k =

990
∑

k=0

(

991

k

)

Fk+992(−1)k.

Sabemos que Fn =
an − bn√

5
, em que a =

1 +
√
5

2
e b =

1−
√
5

2
. Assim,

990
∑

k=0

(

991

k

)

Fk+992(−1)k =
1√
5

[

990
∑

k=0

(

991

k

)

ak+992(−1)k −
990
∑

k=0

(

991

k

)

bk+992(−1)k

]

.

Usando binômio de Newton temos que

990
∑

k=0

(

991

k

)

ak+992(−1)k = a992
990
∑

k=0

(

991

k

)

(−a)k = a992
[

(1 − a)991 + a991
]

.

Mas a2 = a+ 1, então

a992
[

(1− a)991 + a991
]

= a(a− a2)991 + a1983 = −a+ a1983.

Temos que b2 = b+ 1 então

990
∑

k=0

(

991

k

)

Fk+992(−1)k =
1√
5
(a1983 − b1983 − a+ b)

=
a1983 − b1983√

5
− a− b√

5
= F1983 − 1.

1. (AHSME) Determine o polinômio P , de menor grau posśıvel, que satisfaz P (1) = 3,
P (2) = 7, P (3) = 13, P (4) = 21 e P (5) = 31.

2. Um polinômio cúbico f(n) satisfaz f(0) = 5, f(1) = 4, f(2) = 17 e f(3) = 56. Deter-
mine f(4).

3. (AIME) A partir de uma sequência de números reais A = a1, a2, a3, . . ., defina ∆A

como a sequência de números reais a2 − a1, a3 − a2, a4 − a3, . . ., em que o n - ésimo
termo é an+1 − an. Se todos os termos da sequência ∆(∆A) são iguais a 1, e que
a19 = a92 = 0, determine a1.

4. Determine um polinômio de grau 3 tal que:
(a) P (1) = 2, P (2) = 1, P (3) = 4 e P (4) = 3.
(b) P (1) = 1, P (i) = 2, P (−1) = 3 e P (−i) = 4.

5. Se f é um polinômio de grau n tal que f(i) = 2i para i = 0, 1, . . . , n, determine
f(n+ 1).

4



6. Prove que se f(x) é um polinômio de grau n na variável x, então

f(x) = f(0)+
x

1
∆f(0)+

x · (x− 1)

1 · 2 ∆2f(0)+ . . .+
x · (x− 1) · . . . · (x − n+ 1)

n!
∆nf(0),

em que ∆f(0), ∆2f(0), . . . , ∆nf(0) são obtidos a partir de ∆k+1f(n) = ∆kf(n +
1)−∆kf(n), ∀k ≥ 1, com ∆1f(n) = f(n+ 1)− f(n).

7. (Mandelbrot) Se P (x) é um polinômio de grau n tal que P (0) = 1, P (1) = −1,
P (2) = 1, P (3) = −1, . . ., P (n) = (−1)n. Determine P (n+ 1).

8. (Mandelbrot) Se P (x) é um polinômio de grau n com P (1) = 1, P (2) = 3, P (4) = 9,
. . . e P (2n) = 3n. Determine P (2n+1).

9. (USAMO)Se P (x) é um polinômio de grau n tal que P (k) =
k

k + 1
, k = 0, 1, . . . , n,

determine P (n+ 1).

10. (IMO Shortlist)Se P (x) é um polinômio de grau n tal que P (i) =
1

(

n+1

k

) , para

i = 0, 1, 2, . . . , n. Determine P (n+ 1).

11. Resolva o sistema














ax1 + a2x2 + a3x3 + a4x4 = 1
bx1 + b2x2 + b3x3 + b4x4 = 1
cx1 + c2x2 + c3x3 + c4x4 = 1
dx1 + d2x2 + d3x3 + d4x4 = 1

se a, b, c, d são reais não - nulos e distintos.

12. (Reino Unido) Sejam a1, a2, . . . , an números inteiros positivos distintos. Prove que

para qualquer inteiro positivo k o número

n
∑

i=1

aki
∏

j 6=i

(ai − aj)
é um inteiro.

13. Sejam x1, x2, . . . , xn, n ≥ 2, n números reais distintos no intervalo [−1, 1]. Prove
que

1

t1
+

1

t2
+ . . .+

1

tn
≥ 2n−2,

em que
∏

j 6=i

|xi − xj |.

14. Prove que se m e n são inteiros, 1 < m < n, então

n
∑

k=1

(−1)kkm
(

n

k

)

= 0.

15. Prove a identidade
n
∑

k=0

(−1)n−kkn+1

(

n

k

)

=
n(n+ 1)!

2
.
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16. Seja f ∈ R [X ] um polinômio de grau n com coeficiente ĺıder igual a 1, e sejam
x0 < x1 < . . . < xn números inteiros. Prove que existe k ∈ {0, 1, . . . , n} tal que

|f(xk)| ≥
n!

2n
.

17. (IMO Shortlist) Seja f um polinômio com coeficientes inteiros, e seja p um número
primo tal que f(0) = 0, f(1) = 1 e f(k) é congruente a 0 ou 1 módulo p, para todo
inteiro positivo k. Mostre que o grau de f é no mı́nimo p− 1.

18. (USAMO) Prove que qualquer polinômio mônico de grau n, com coeficientes reais,
pode ser escrito como média aritmética de dois polinômios mônicos de grau n com n

ráızes reais cada.

19. Sejam a1, a2, a3, a4, b1, b2, b3, b4 números reais tais que bi − aj 6= 0 para i, j =
1, 2, 3, 4. Suponha que exista um único conjunto de números X1, X2, X3, X4 tais
que

X1

b1 − a1
+

X2

b1 − a2
+

X3

b1 − a3
+

X4

b1 − a4
= 1.

X1

b2 − a1
+

X2

b2 − a2
+

X3

b2 − a3
+

X4

b2 − a4
= 1.

X1

b3 − a1
+

X2

b3 − a2
+

X3

b3 − a3
+

X4

b3 − a4
= 1.

X1

b4 − a1
+

X2

b4 − a2
+

X3

b4 − a3
+

X4

b4 − a4
= 1.

Determine X1 +X2 +X3 +X4 em função de a1, a2, a3, a4, b1, b2, b3, b4.

20. (Espanha) Sejam a, b e c números reais e seja f(x) = ax2 + bx+ c tal que

máx {|f(±1)|, |f(0)|} ≤ 1.

Prove que se |x| ≤ 1 então |f(x)| ≤ 5

4
e |x2f

(

1

x

)

| ≤ 2.

21. (ARML) f(x) é um polinômio de grau maior que 3. Se f(1) = 2, f(2) = 3 e f(3) = 5,
determine o resto da divisão de f(x) por (x− 1)(x− 2)(x− 3).
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