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1 Diferencas finitas

Seja P(z) um polinémio de grau m. Defina A¥1P(n) = A¥P(n + 1) — A¥P(n), Vk > 1,
com A'P(n) = P(n+1) — P(n).

Teorema 1. Seja P(x) um polindémio de grau m, em que m > 0. Entdo A™P(n) é uma
constante diferente de zero.
Prova.

Seja P(z) = ama™ + am_12™ "L + ... + a1r + ap um polinémio qualquer. Entao
AP(n)=P(n+1)—P(n) =

M+ +am 1 (n+ D)™ rar(n+1) +ap— (amn™ + apm_1n™ . Fan+ag).

m—1

E fécil ver que o grau de AP(n) é m — 1 e seu termo de maior grau é an, (T)yn™1, pois

am # 0.
Dessa forma, para k < m, o grau de A¥P(n) é m — k. Portanto, quando k = m o grau de
A™P(n) é 0, assim A"™P(n) é uma constante diferente de zero.

Problema 1. Determine todos os polindémios P(z) tais que P(z +1) — P(x) =2z + 1, Vz.
Solugao.

Temos que AP (n) = 2n+1, assim A2P(n) = AP(n+1)—AP(n) = 2(n+1)+1—(2n+1) = 2.
Como A%P(n) é constante e diferente de zero entdo P(z) tem grau 2, ou seja, P(z) =
az® + bx + ¢, assim

alr+ 12 +bx+1)+c—ar’* —br—c=2r+1%

2ax +a+b=2x+1,Vx.

Dessa forma, 2a = 2 e a + b = 1. Portanto,a = 1 e b = 0 e P(z) = 2% + ¢, para alguma
constante c.

Problema 2. (AIME) Sejam x1, 2, ..., x7 nlmeros reais tais que

T+ 41‘2 + 91‘3 + 161‘4 + 25%5 + 361‘6 + 49%7 = 1,

4x1 4+ 929 + 1623 + 2524 + 3625 + 4926 + 6427 = 12,
9x1 + 1629 + 2523 + 3624 + 4925 + 646 + 817 = 123.

Determine o valor de 16x1 + 2522 + 36x3 + 4924 4 6425 + 81z + 100z7.
Solugao.



Defina P(n) = (n+1)%z1 + (n+2)%z2 + (n+ 3)%x3 + ...+ (n + 7)%z7. Temos que P(0) = 1,
P(1) =12, P(2) = 123 e que P(n) é um polindémio quadratico. Desejamos calcular o valor
de P(3). Assim

AP(0) = P(1) — P(0) = 11,

AP(1) = P(2) — P(1) = 111,
A%P(0) = AP(1) — AP(0) = 100.

Dessa forma, A2P(n) = 100, Vn. Assim, A2P(1) = AP(2)—AP(1) & 100 = AP(2)-111 &
AP(2) = 211. Mas, AP(2) = P(3) — P(2) & 211 = P(3) — 123 < P(3) = 334.

2 Polinomio interpolador de Lagrange

Vamos resolver um problema que serve de motivagao para a construgao do polinémio inter-
polador de Lagrange.

Problema 3. Determine um polinémio quadritico tal que P(—1) = —4, P(1) = 2 e

P(2) = —1.

Solugao.
Seja P(z) = az? + bz + ¢, com a # 0, entdo

P(-1)=a-(=1)*+b-(=1)+c= —4, P(1) =a-1*+b-1+c=2e P(2) = a-2*+b-2+c= —1.
Resolvendo o sistema linear encontramos P(z) = —2x? + 3z + 1.

Resolver o sistema linear obtido pode ser muito trabalhoso e dificil se o grau do polindémio for
grande. Para resolver problemas deste tipo e outros problemas vamos estudar o polinémio
interpolador de Lagrange.

Teorema 2. Dados n € N, ag, a1, ..., an € by, b1, ..., b, nimeros complexos com
ap, ai, ..., ap distintos, existe um unico polinémio P(z), de grau no méximo n, tal que
Demonstragao:

Vamos inicialmente determinar o polindmio. Para isto, observe os polinémios

(x—ap)(z—a1)...(x —ag—1)(@ — agt1) - .- (. — @)
(o —ap)(ag —ag) ... (o — ag—1)(ar — aps1) ... (g — an)

Dk (:C) =
é facil ver que

1, i=k
Difes) = { 0, ik
Agora multiplique Dy (z) pelo niimero Sy, e, entdo, adicione todos esses polinémios resultando

no polinémio

P(z) =) fDil(x)
k=0

que satisfaz as condi¢bes do enunciado. Para demonstrar a unicidade sejam P; e P, dois
polindmios, que satisfazem as condigdes impostas. O polinémio H(z) = Py(z) — Pz(x) tem
grau no maximo mn e possui n + 1 raizes agp, a1, ..., ay, portanto, é identicamente nulo.



Com isso, Pi(z) = Py(x).
O polindémio Dy (x) ndo caiu do céu, entdo vamos ver a sua construgdo. Temos que

1, i—k
Dk(o‘i):{ 0, i+k

Como Dy (a;) = 0 para todo i # k, entdo
Di(z)=Cx —ag) ... (¢ — ap—1)(x — agy1) ... (. — ap).

Para determinar o valor de C' vamos substituir = «y, e usar a condigdo D (ag) = 1. Entdo,
1=Clag —ap) ... (g —ap—1)(ar — agt1) ... (g — an).

Portanto,

(x—ag)(x—a1)... (@ —ap—1)(@ — ags1) ... (& —ap)
(o —ao)(ag — 1) ... (o — ap_1)(ag — agp1) ... (o —ap)’

Dy (z) =

Problema 4. (Mandelbrot) Seja P(x) um polinémio de grau 2 tal que P(0) = cos® 10°,
P(1) = cos10°sin? 10° e P(2) = 0. Determine P(3).

Solugao.
Usando o polinomio interpolador de Lagrange temos

(x—0)(z—2)

(1-0)(1-2) +P(2)

P(z) = P(0) - % + P(1)-

Como P(0) = cos® 10°, P(1) = cos 10°sin? 10° e P(2) = 0 entdo

_ N G O C ) o 20, &= 0)(x—2) (z - 0)(z—1)
P(z)fcosgl() 'm+COSlO Sin 10 (1_0)(1_2)+0(2_0)(2_1)
Queremos P(3) assim
_ o, B3-1DB-2) o 20, B=0B B-0)B-1)
P(3) = cos® 10 -m—i—cosm sin® 10 -(170)(172)—1—0- 20D &

P(3) = cos®10° - 1 4 cos 10°sin? 10° - (—3) <
P(3) = cos® 10° — 3cos 10° sin? 10° <
P(3) = cos® 10° — 3cos 10°(1 — cos® 10°) <
P(3) = 4cos® 10° — 3 cos 10° <

P(3) = cos3 - 10° = cos 30° = ?
Problema 5. (IMO Shortlist) Seja Fy = F» = 1, F, 42 = Fy,11 + F,, e seja f um polindmio
de grau 990 tal que f(k) = Fy, k € {992, 993, ...,1982}. Mostre que f(1983) = Figs3 — 1.

Solugao.
Temos que f(k+992) = Fiy992, parak = 0,1,...,990 e precisamos provar que f(992+991) =
Fioss — 1. Seja g(x) = f(x+992), que também possui grau 990. Nosso novo problema é tal



que se g(k) = Fr4992, para k =0,1,...,990, entdo g(991) = Fi9g3 — 1. Usando o polindémio
interpolador de Lagrange temos que

(z=0)(z—-1)...(x—k+1)(z—k—1)...(x—990)

= k) -
9(x) kzzog() (k—1)(k—2)...1-(=1)...(k — 990)
Entao
990 990
991 991
09 =3 o0 (")) 0 = X () ) Fsama(-1)%
k=0 k=0
m—pn 1 1-—
Sabemos que F,, = a4 , em que a = V5 eb= \/3 Assim,
NG 2 2
990 990 990
991 1 991 991
F )= k+992(_ )k _ pr+992(_ 1k |
§<k>k+992( ) \/ng_c)<k)a (-1) kZ:O k (1)
Usando bindomio de Newton temos que
990 990
991 991
Z ( t )ak+992(1)k _ aggzz < t )(a)k — 992 [(1 — )% Jr(1991] _
k=0 k=0
Mas a? = a + 1, entdo
0292 [(1 — @)% a991] = a(a — a?)®! + ¢198% = _q 1 o193,
Temos que b? = b+ 1 entdo
990
991 1
F Sk = (1983 _ 1983 _ 4y
> (")) somn = et )
Q1983 _p1o83 g
= - = Floss — 1.
75 NG 1983

1. (AHSME) Determine o polindémio P, de menor grau possivel, que satisfaz P(1) = 3,
P(2) =7, P(3) =13, P(4) =21 e P(5) = 31.

2. Um polinémio cibico f(n) satisfaz f(0) =5, f(1) =4, f(2) =17 e f(3) = 56. Deter-

mine f(4).
3. (AIME) A partir de uma sequéncia de nimeros reais A = ay, as, ag, ..., defina AA
como a sequéncia de nimeros reais as — a1, az — az, a4 — as,. .., €M que o N - ésimo

termo é an4+1 — an. Se todos os termos da sequéncia A(AA) sdo iguais a 1, e que
a19 = ago = 0, determine a;.

4. Determine um polinémio de grau 3 tal que:
(a) P(1)=2, P(2)=1, P(3)=4¢e P(4) =3.
(b) P(1) =1, P(i) =2, P(—1)=3e P(—i) =4.

5. Se f é um polinomio de grau n tal que f(i) = 2% para i = 0, 1, ...,n, determine
f(n+1).



10.

11.

12.

13.

14.

15.

Prove que se f(z) é um polinémio de grau n na varidvel z, entdo

x-(x—1)
1-2

AQf(O)Jr...er.(xil).”'.(zinle)Anf(O),

n!

J(@) = FO)+7AF(0)+

em que Af(0), A2f£(0), ..., A™f(0) s@o obtidos a partir de A**1f(n) = A¥f(n +
1) — Ak (), ¥ > 1, com AL f(n) = f(n +1) — f(n).

(Mandelbrot) Se P(x) é um polinémio de grau n tal que P(0) = 1, P(1) = —1,
P(2)=1, P(3)=-1, ..., P(n) = (=1)". Determine P(n + 1).

(Mandelbrot) Se P(z) é um polinémio de grau n com P(1) =1, P(2) =3, P(4) =9,
... e P(2") = 3". Determine P(2""1).

k
(USAMO)Se P(x) é um polinémio de grau n tal que P(k) = L k=0,1, ..., n,
determine P(n + 1).
1
(IMO Shortlist)Se P(x) é um polindémio de grau n tal que P(i) = W, para
k
i=0, 1, 2, ..., n. Determine P(n + 1).
Resolva o sistema
ary + d’zs + ddzy + a*r, = 1
b1 + bPzy + bz + bz = 1
cx1 4+ Fxo + Szz + day = 1
dry + d2.%'2 + d3.%'3 + d4$4 = 1
se a, b, ¢, d sao reais nao - nulos e distintos.
(Reino Unido) Sejam ai, ag, ..., a, numeros inteiros positivos distintos. Prove que
n k
para qualquer inteiro positivo £ o ntimero Z — % 4 um inteiro.
i=1 H (a; — a;)
i
Sejam x1, %2, ..., Tn, n > 2, n nlmeros reais distintos no intervalo [—1,1]. Prove
que
1 1 1
— == >
t1 to tn —

em que H |z; — ;.
A

Prove que se m e n sao inteiros, 1 < m < n, entao
= n
—1)kEm™ =0.
> v ()
k=1

Prove a identidade



16. Seja f € R[X] um polindomio de grau n com coeficiente lider igual a 1, e sejam

xo < 21 < ... < x, numeros inteiros. Prove que existe k € {0, 1, ..., n} tal que
n!

17. (IMO Shortlist) Seja f um polinémio com coeficientes inteiros, e seja p um niimero
primo tal que f(0) =0, f(1) =1 e f(k) é congruente a 0 ou 1 médulo p, para todo
inteiro positivo k. Mostre que o grau de f é no minimo p — 1.

18. (USAMO) Prove que qualquer polindémio moénico de grau n, com coeficientes reais,
pode ser escrito como média aritmética de dois polindmios moénicos de grau n com n
raizes reais cada.

19. Sejam a1, a2, a3, a4, by, bz, b3, by nimeros reais tais que b; —a; # 0 para i, j =
1, 2, 3, 4. Suponha que exista um tnico conjunto de nimeros X;, Xo, X3, X4 tais

que
X X X X
1 + 2 + 3 + 4 -1
bl—al b17a2 blfag b17a4
X X X X
1 + 2 + 3 + 4 -1
bg—al bg—ag bg—a3 bg—a4
X X X X
1 + 2 + 3 + 4 -1
bg—a1 b3—a2 bg—a3 b3—a4
X1 X2 X3 X4 -1

b4—a1+b4fa2+b4fa3+b4—a4

Determine X1 + XQ + Xg + X4 em fun(;éo de ai, az, as, Aag, bl, b2, b37b4.

20. (Espanha) Sejam a, b e ¢ ntimeros reais e seja f(z) = ax? + bx + c tal que

méx {|f(£1)], [f(0)[} < 1.
- 5 1
Prove que se |z| < 1 entdo |f(z)] < 1€ |22 f (E) | <2.

21. (ARML) f(z) é um polinémio de grau maior que 3. Se f(1) =2, f(2) =3 e f(3) =5,
determine o resto da divisdo de f(z) por (z — 1)(x — 2)(z — 3).
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