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1 Introducao

Um assunto que cai com frequéncia em olimpiada sao as sequéncias.
Sequéncias sao listas ordenadas de niimeros (que, no contexto de sequéncias,
sao chamados de termos). Por exemplo, temos que:

e «a; é o primeiro termo da sequéncia;
® a; ¢ 0 segundo termo da sequeéncia;

e e assim sucessivamente, sendo que a,, ¢ o n-ésimo termo da sequéncia.

Alguns exemplos famosos de sequéncia:

e PA: ap 1 =ax+r, sendo r a razao da PA (Progressao Aritmética);
e PG: a1 = ay - q, sendo ¢ a razao da PG (Progressao Geométrica);

e Fibonacci: F,,, = F, + F,,_1,sendo F| = F;, = 1;

Muitas vezes, estamos interessados no termo geral da sequéncia. Nesses
casos, o objetivo é saber um termo qualquer de uma sequéncia, sabendo
apenas a posicao dele e outros valores constantes como, por exemplo, termos
iniciais. Em outras palavras, o objetivo é encontrar uma equagao que expresse
o valor de a, em funcao da posicao n e outras constantes definidas como,
por exemplo, termos iniciais. Para treinar um pouco, tentemos resolver o
exercicio a seguir:




1.1 Questao inicial
Problema 1 Encontre os termos gerais das seguintes sequéncias:

a) agi1 = ap+ 5, sendo a; = 4 (Progressao Aritmética de termo inicial igual
a 4 e razao igual a b);

b) S, =a; +as + -+ ay, sendo a, a sequéncia do item anterior;

¢) bry1 = by - 3, sendo by = 2 (Progressao Geométrica de termo inicial igual
a 2 e razao igual a 3);

d) T, =by +by+ -+ by, sendo b, a sequéncia do item anterior;

e) U, == % + -+ (Progressao Geométrica infinita com razao entre 0 e
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Podemos generalizar os resultados do exercicio anterior, assim como en-
contrar termos gerais de outros tipos de sequéncias. Vejamos alguns exemplos
famosos de termos gerais:

e PA: a1 =a1+(n—1)-7r=ag+n-r,sendo r a razdo da PA;

e PG: a1 =a-¢" !t =ag-q" sendo ¢ a razdao da PG;
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e Fibonacci: F,., =% -|(5%2) —(=2) |;

Nesse material, veremos algumas ideias para encontrar o termo geral ou,
ao menos, encontrar alguma propriedade de tal termo. Para isso, vejamos
algumas dicas:

1. Encontre alguns termos iniciais e procure algum padrao. Dai, tente
provar o padrao encontrado por indugao;

2. Quando vocé precisa encontrar alguma propriedade sobre o termo ge-
ral da sequéncia, procure algum padrao. Dai, tente provar o padrao
encontrado por inducao;

3. Nos casos de “sequéncias nao simples”, procure achar alguma outra
sequéncia que possa reescrever a mesma expressao de uma forma mais
simplificada que permita o uso de alguma outra técnica como, por
exemplo, “soma/produto” telescépico;

4. Procure ver se a sequéncia é crescente/decrescente/nao-crescente/nao-
decrescente;



5. Nos casos de sequéncias lineares, lembre-se da equagao caracteristica;
6. Procure avaliar se todos os elementos da sequéncia sao distintos;
7. Procure ver se a sequéncia ¢ periddica.

Antes de comecar as questoes, mostraremos exemplos de como aplicar
algumas das dicas acima.

1.2 Aplicacao de algumas dicas iniciais

e (Aplicagao da dica 3) Uma sequéncia do tipo x,.1 = A -z, + B onde
A e B sao constantes pode ser resolvida da seguinte forma:

Caso 1: Se A = 1, entao a sequéncia é uma PA e o termo geral é bem
conhecido:
r,=x1+(n—-1)-B

Caso 2: Se A # 1, entao pensemos em substituir por uma sequéncia ,, tal
que:
Tpn=Yp+t VneN

Onde procuraremos um t esperto. Fazendo as contas, teremos
B

que: |t = —— | é uma 6tima ideia, pois para esse t especifico, y,

1-A

se tornard uma PG.

e (Aplicacao da dica 5) Recorréncia linear homogénea: Sequéncias do
tipo

xn:kl'mnfl—i_"'—’_kt'znft

onde ki, ko, Ky sao  constantes sao  chamadas  de
recorréncias lineares homogéneas. Existe uma férmula genera-
lizada para encontrar termos gerais desse tipo de sequéncia,
mas esse assunto foge ao tema desse material. Vamos mos-
trar apenas como se resolve, sem provar, como se resolve uma
recorréncia linear homogénea de grau 2, isto é, sequéncias do tipo:

xn:A'xn—1+B'In—2
onde A e B sao constantes. Para isso, considere a equacao:

2= Ar+ B



A equacgao acima é chamada de equagao caracteristica. Sejam A; e Ao
as raizes da equacgao caracteristica. Dai, temos dois casos:

Caso 1: Se A1 # \g, entdo existem ky e kg constantes tais que:
Ty = ki A} + ko Ay Vn €N

Substituindo a férmula acima paran = 1en = 2 (ou n = 0),
teremos um sistema com duas equagoes e duas variaveis e, assim,
podemos achar os valores de kq e ko.

Caso 2:  Se A\ # )\, entao existem k; e ko constantes tais que:
.Z‘n:]fl)\?—Fkgn/\g Vn € N

Analogamente ao caso anterior, substituindo a férmula acima para
n=1en =2 (oun =0), teremos um sistema com duas equagoes
e duas variaveis e, assim, podemos achar os valores de k; e k».

E possivel provar as férmulas acima com algum algebrismo. Porém,
para nao “desfocar”, deixemos essa demonstracao para outro momento.
Para assimilar melhor, vejamos uma questao resolvida:

1.3 Segunda questao inicial

Problema 2 Encontre o termo geral da famosa sequéncia de Fibonacci defi-
nida por:
Fi=F=1
Fn+1 =F,+F,

Solucao:

1. equagao caracteristica:
?=x+1

2. raizes da equagao caracteristica:

1—-+/5 1++5
M= do =3

3. termo geral:

1—v5) 1+v5)
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4. casos Iniciais:

5. solugao do item anterior:

1 V5 1 V5
kl = —n—— = — — kQ = —— = —
V5 5 V5 5
6. resposta final:
Fn:Fn+1:\/?g' (1—'_2\/3) - (1—2\/§> ]

Agora, é hora de praticar!

2 Questoes

Problema 3 Prove as seguintes formulas da sequéncia de Fibonacci:
a) Fo+Fi+-+F,=F, 02— 1;
b) Fo—Fy+Fy— -+ — Fyp 1+ Fop = Fop 1 — 1

d

)
)
) Fg+FE+Fi+  +F2=F, Fu1;
) Fo1 Foy = F7 + (=1)"

)

€ m4n+1 — Fm+1'Fn+1+Fm'Fn-

Obs.: Na sequéncia de Fibonacci, temos que: Fy = 0.

Problema 4 (Itdlia/1996) Dado o alfabeto com trés letras a, b e ¢ encontre
o numero de palavras com n letras contendo um nimero par de a’s.



Problema 5 (Alemanha/2001) Seja uma sequéncia a; € R, i € 1,2,--+ ' n
tal que:

ag = 1
Apt1 = G + (anJrl + an)

Prove que tal sequéncia é tnica e encontre uma férmula para a recorréncia
definida por esta sequéncia.

Problema 6 (Turquia/1998) Seja a, uma sequéncia de nimeros reais defi-
nida por:
ay = t

py1=4-a,-(1—a,), n=>1

Para quantos valores distintos de ¢ temos aj99s = 07

Problema 7 (Sérvia/2011) Seja n > 2 um inteiro. Seja ag,- - ,a, uma
sequencia de reais positivos tais que:

(ap—1 + ax) - (ar + apg1) = (Ak—1 — Aps1)

1
n—1"

para todo k =1,2,--- ,(n —1). Prove que a, <

Problema 8 (Irlanda/1999) Mostre que existe um numero positivo na
sequéncia de Fibonacci que é divisivel por 1000.

Problema 9 (Seletiva Fortaleza - Rioplatense/2012) Mostre que se p é um
divisor primo de Ly, — 2, entaop p é um divisor primo de Lo,+q — 1.

Obs.: Ly é a sequencia de Lucas: Ly = 2 ; Ly = 1 e, para k > 1:
Liy1 = Lg+ Ly—1.

Problema 10 (Bulgdria/2012) A sequéncia ay,as, - - é definida pela regra:
Upp1 = ap +2-t(n),Vn > 1

sendo t(n) o nimero de divisores positivos distintos de n. E possivel que
dois termos consecutivos da sequéncia sejam quadrados de niimeros naturais?



Problema 11 Considere a sequéncia:

ag=a; =1
2
an+1+2

Qpig = ——— paran =0
n

Determine o valor de a,,.

Problema 12 (Espanha/2012) Uma sequéncia (a,),>1 ¢ definida pela re-
corréencia:

a1:1 (1,2:5
az_,+4

Ap—2

Ay =

Prove que todos os termos da sequéncia sao inteiros e determine o valor de a,,.

Problema 13 (Lista Cone Sul/2014) Considere a sequéncia (z,),>1 tal que:

I = 1 T = 2011

Tpao = 402221 — x,, Vn=10,1,---

Too12 + 1

5012 ¢ um quadrado perfeito.

Prove que

Problema 14 (Lista Cone Sul/2014) Seja a,, uma sequéncia de inteiros tais
que:
n—1)-app1=mn+1)-a,—-2-(n—-1), Yn=>1

Sabendo que 2016|agg;5, encontre o menor valor de n > 2 tal que 2016|a,,.

Problema 15 (Teste Cone Sul/2013) Uma sequéncia de nimeros reais ap,
a9, ..., Gy, ... €tal que a1 =1, a3 =9 e a,0 = 14a,+1 — a, — 4 para todos
os inteiros positivos n. Prove que para cada inteiro positivo n o ntmero a,
¢ um quadrado de um numero inteiro.



Problema 16 (Teste Cone Sul/2013) Seja x1 = 1 e para todo inteiro n > 1
seja x,, definida por:

T
Tp4+1 = Tn + L_J +2
n

onde |n] denota parte inteira de n. Encontre o valor de xgg13.

Problema 17 (IMO - Shortlist/2006) Uma sequéncia de nimeros reais
ag, ay,--- ,a, € definida da seguinte forma:

ap ¢ um numero real qualquer;

Api1 = |lan] -{a,} paran >0

Prove que a,, = a,.o para algum n.

Problema 18 (Russia/2008) As sequéncias a, e b, sdo definidas da seguinte
forma:

alzl,b1:2

anﬂz%,bmlz%paran}l

Prove que aggos < 5.

Problema 19 (lbero/2002) A sequéncia (ay,),>1 ¢ definida como:
a] = 56

Apt1 = Ay — - para cadan > 1
n

Demonstre que existe um inteiro k, 1 < k < 2002, tal que a; < 0.

Problema 20 (Ibero/2010) Determine se existe inteiros positivos a,b tais
que todos os termos da sequéncia x,, definidos por:

r1 = 2010 29 = 2011

Tpi2 =Ty + Tpy1 +a V TnTn41 +b

sao Inteiros.



