XXIX OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
PRIMEIRA FASE — NIVEL 2 (72. e 82, séries)

GABARITO

GABARITO NIVEL 2
1)E 6) E 11)B 16) D 21 E
2)E 7)C 12)D 17)B 22)D
3)E 8)C 3)C ) A 23)B
4D 9)A 14)C 19)B 24) Anulada
5)B 10)E 15)A 20)B 25) Anulada

Cada questdo da Primeira Fase vale 1 ponto. (Total de pontos no Nivel 2 = 25 pontos).

Deve ser atribuido 1 ponto para todos os alunos nas questdes anuladas.
Aguarde a publicacdo da Nota de Corte de promocao a Segunda Fase no site: www.obm.org.br

1) (E) No resultado da multiplicacdo de 101 por 1111---1 | o digito 1 aparece 4 vezes e 0
2007 agarismos 1

digito 2 aparece 2007 — 4 = 2005 vezes. Portanto a soma dos algarismos desse nimero é

1" 4+2° 2005=4+4010 =4014.

2) (E)Asomaa+b élsea=0eb=1 0usga, %:0, incompativel com o desenho. A soma é2

se%:%:l,tambémincompatl’vel. Easomaé3se :% ou %:%:2, ambos incompativels.

Os casos em que asoma € 4 sdo: a_lt.t ou 3:3:1 ou
b 3 2 b 2

% = 3, todos incompativeis.

Como todas as quatro primeiras alternativas sfo falsas, a dternativak) é averdadeira.
De fato, asomaé5noscasos 2=2<lou 22251 gy 2235100 22251, dosquaisa
b 4 2 b 3 2 b 2 b 1

possibilidedea = 2 e b = 3 daafracio %:% @67 .

3) (E) Como o tridngulo ABC é eqliilatero, o angulo interno A mede 60°. Se DG épardeloa AB,

entd0 o angulo entre DG e AC é 60° ou 180° — 60° = 120°. Sendo x 0 maior angulo entre esses
dois segmentos, x = 120°.

4) (D) SgamH, M e C as quantidades de homens, mulheres e criancas, respectivamente. Temos
H/M = 2/3eM/C =8. Logo, H/C =H/M . M/C = 16/3. Logo, arazdo entre o nimero de adultos e
criancasé (H + M)/C = H/C + M/C =8 + 16/3=40/3.

5) B) Os 156 estudantes que resolveram todos os problemas corretamente correspondem a 100%
— 25%— 15% = 60% do total. Logo, o nimero total de estudantes é (600/100). 156 = 260.

6) (E) Como N é o quadrado de um quadrado perfeito, N é uma guarta poténcia e, como possui 0

fator 12 = 2 x 3, N deve ser divisivel por Z'x3" = 1296. Logo. N é da forma 1296k, em que k é
inteiro positivo. Portanto, N/12 = 108k e o menor valor possivel para N/12 é 108.
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7) (C) A éeado jardim é5a°, onde a é o lado do quadrado. Pelo Teorema de Pitdgoras, AB® = &
+ (2a)* = =? Dal, 3? = 100, que é a&eado jardim.

Observacao: também é possivel resolver o problema sem usar 0 Teorema de Pitagoras, formando
0 quadrado de lado AB e observando que sua area € equivaente a de 5 quadrados menores.

8) (C) Temsea=k(b +c),b=k(c+a)ec=k(a+b). Logo, (a+b+c)=X(@a+b+c). Hadois
casos. () a+b+c 0; nestecaso, k =% (eaiguddade ocorreseesd sea=b=c? 0),

(ii)a+ b+ c=0. Neste caso, temse a/(b +c) = b/(c + a) = c/(a + b). = —1. Portanto, k pode
assumir osvalores %2 ou —1.

9) (A) Um poaligono convexo inscrito no circulo fica determinado quando seus vértices sdo
escolhidos. Cada um dos 12 pontos pode ou ndo ser escolhido como vértice, dando um total de 2
= 4096 escolhas. Mas para determinar um poligono precisamos escolher 3 ou mais vértices. Logo,
do nimero acima devemos excluir os casos em que sao escolhidos 0 pontos (1 caso), 1 ponto (12
casos) ou 2 pontos (12 x 11/2 = 66 casos). Portanto, o nimero de poligonos € 4096 — 1 — 12 — 66
=4017.

10) (E) A somados nimerosde man é (m+ n)(n —m+ 1)/2. Ou sgja, devemos ter (m+ n)(m-n
+ 1)/2 = 2007, cuja decomposicéo em fatores primos € 3 x 3 x 223. Daigualdade (m+ n)(n—m
+1) = 2x 3 x 3 x 223 (e observando que m+ n>n—m+ 1), podemos ter 0s seguintes casos.

a) m+n=223 n—m+1=18(queresultaemm= 103 en = 120).

b) m+n=446,n —m+ 1=9 (queresultaem m= 219 en = 227).

C) Mm+n=669, n—m+ 1=6(queresultaem m= 332 en = 337).

d m+n=1338 n—m+1=23(queresultaem m=668 e n = 670).

e) m+n=2007, n—m+1=2(queresultaem m= 1003 en = 1004)
Portanto, 2007 pode ser escrito de 5 modos como soma de dois ou mais nimeros inteiros e
Cconsecutivos.

11) (B) Ambas as equagtes tem 1 como raiz. As outras raizes sdo 1/2007 e 2007, cujo produto é
1

12)(D) a(b +c¢)—b (a +¢) =c(a —b), que € maximo quando ¢ é maximo (ou sgja, igual a10) e b
—aémaximo (ou sga, b =10 ea = 1). Portanto, o produto méximo € 10 x (10 — 1) = 90.

13)(C) Como 100 = x < 1000, temos 600 = 6x < 6000 e 700 = 7x < 7000. Os nUmeros 6x e 7x
podem ter ambos 3 algarismos ou ambos 4 algarismos. Para que ambos tenham 3 algarismos,
deve-se ter & < 1000, ou sga, x < 142,8...; ha 43 nimeros nestas condicles. Para que ambos
tenham 4 agarismos, deve-se ter & = 1000, ou sga, X = 166,6...; ha 833 nlmeros nestas
condicdes. Logo, h& 876 nimeros satisfazendo as condigdes do problema.

14)(C) Os triangulos isdsceles junto a base tém area igua a do quadrado. Os dois junto aos
vértices superiores tem area igual a ¥ da &rea do quadrado. Finalmente, o central no topo tem

areaigua a metade da &rea do quadrado. Logo, aareatota €3+ 2 + %2+ 1= 6.

15) (A) Note que (x? + x)x? +5x + 6)= x(x + 1)(x+ 2)(x + 3) = (x + 3x)x> +3x+ 2).
Seja y=x* +3x. Entdo 1+ y(y+2)=181" U (y+1)* =181 0 y+1=1810 y=180.
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16) (D) Sendo x, y e zas &reas das partes brancas, a&eapedidaé (121 —X) + (49— y—-2)— (81—
X—y)—(25-2) =121+ 49 — 81— 25 =64 cn?.

17) (B) Se o primeiro acidente € sofrido no ano N + 1, Jean gasta 150N + 1) + 1400 com a
seguradora A e 1700(N + 1) + 700 com a seguradora B. Para que A sgjamais favorével, devemos
ter 1500(N + 1) +1400 < 1700(N + 1) + 700 ou sgja N > 2,5. Logo, Jean deve ficar pelo menos 3
anos sem sofrer acidentes.

18) (A) A face 1 estara, noinicio, voltada para Leste e, a seguir, voltada para baixo. Quando o 2
edtiver para baixo, 1 estara a Oeste. Quando o 3 estiver para baixo, 1 continua a Oeste. Quando o

5 edtiver para baixo (face oposta a0 2), 0 1 permanece a Oeste e assm termina apds 0s
movimentos.

19) (B)
A) Fasa(ha 16 do lado direito e 20 do esquerdo)
B) Verdadeira(ha 9 do lado direito e 6 do esquerdo)
C) Fdsa(ha4b)
D) Fasa(ha5dolado direitoe4 do esquerdo)
E) Fasa(hals).

20) (B) A soma dos outros lados tem que ser maior que # . Logo, o perimetro deve ser
maior que 53 =8,66..., 0 que maostra que 0 menor perimetro inteiro possivel é 9.

21) (E) Para medir o angulo entre os ponteiros, basta obter as posi¢des dos dois ponteiros.
Fazendo isso para cada um dos horarios, lembrando que o angulo entre dois nimeros
consecutivos do relégio é 30°%

02h30: o ponteiro maior esta sobre 0 6 e 0 menor esta exatamente nametade entreo 2 e 0
3. Logo o angulo entre eles sera 35" 30°=105°.

06h20: 0 ponteiro maior esta sobre 0 4 e 0 menor estd 1/3 de hora depois do 6. Logo o

angulo € 892+19' 30°=70°,
e 3g
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05h40: o ponteiro maior esté sobre 0 8 e 0 menor esta 1/3 de hora antes do 6. Logo o

16,
angulo & 2+22 300=700.
e 3g

08h50: 0 ponteiro maior esta sobre 0 10 e 0 menor esta 1/6 de hora antes do 9. Logo o

16,
angulo & &+ =2 300=35°.
e 6g

09h55: 0 ponteiro maior esta sobre 0 11 e o menor esta 1/12 de hora antes do 10. Logo o

angulo € ¢ﬁ+i9' 30°=32,5°,
e 12¢

22) (D) Sendo d o mdc destes niimeros, temos que d | 2332 — 1221 = 1111 = 11" 101. Como 101
€ primo, 101 ndo divide 1221 e 11 divide todos os 8 nimeros, 11 é 0 mdc procurado.

23) (B) Sgam B e C os pontos de batida da bolaem PQ e QR, respectivamente, e A 0 ponto onde
a bola esta inicidmente. Como os angulos das trgjetérias de batida com a mesa sdo iguais,
deveremos ter os trigngulos APB, COB e CRS semdhantes. SgaBP = x. Assim:
AP_CQy1_CQ g cp=3.7 AP_CRy1_7-3/x; 6

—===0 ==—=0 co== U 3=7x-30 x==
BP BQ x 3-x Qx BP RS x 3 X X

’

~
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Outra Solugo:

P _V
R Q o R
-~
S | P

Como o angulo de incidéncia é igual ao angulo de reflexdo, ao refletirmos o retangulo inicial em
relacéo ao lado PQ e em seguida refletindo em relagdo ao lado QR’, obtemos um segmento TUV,
de acordo com a figura acima. Logo, pela semelhanca dos tridngulos TPU e TSV, temos

E:ﬂp i:ﬂp PU :E_
TS SV 1+6 6 7

24) (Anulada) Os Unicos nimeros com essa propriedade sdo: 110, 121, 152, 240, 251, 282 e 390.
A diferenca entre 0 maior e o menor € 280, que é mdltiplo de 7 e, dém disso, 2 + 8 + 0 = 10. (ha
duas dternativas corretas).

25) (Anulada) Os primeiros termos dessa sequéncia séo: 1, 3, 7, 15, 13, 9, 19, 21, 7, 15, ..., de
onde vemos que ela tem periodo 6 a partir do 3° termo. AsSim, ay; = a,s =a;9 =4, = a; =19,

a;,=a,=21,a,;,=7,a,,=15ea,;=13. Asomatemvalor 19+ 21+ 7+ 15+ 13 =75 (nédo
haalternativacorreta).

XXIX Olimpiada Brasileira de Matematica — Gabarito — Nivel 2 5
www.obm.org.br



