XXIX OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
PRIMEIRA FASE - NIVEL 3 (Ensino Médio)

GABARITO

GABARITO NIVEL 3
1A 6) C 11)B 16) A 21)E
2)C 7)E 12)D 17 E 22)D
3)A 8)E 13)B 18) D 23)B
4) A 9E 14 E 19)B 24) Anulada
5 A 10)D 15) A 20)B 25)D

Cada questdo da Primeira Fase vale 1 ponto. (Total de pontos no Nivel 3 =25 pontos).

Deve ser atribuido 1 ponto para todos os alunos na questdo anulada.
Aguarde a publicacao da Nota de Corte de promog&o a Segunda Fase no site: www.obm.org.br

1) (A) Marque os angulos opostos pelo vértice a x e a y. No pentédgono com esses angulos OPV
marcados, a soma dos angulos internos seraigua a540°%: X+ y + 90° + 90° + 90° = 540°, entdo X + y
= 270"

2) (C) Os Unicos mimeros que ndo interessam sdo agueles em que todos os digitos vizinhos
possuem paridades diferentes: par-impar-par-impar ou impar-par-impar-par. Para 0 primeiro tipo,
temos 4.5.5.5 = 500 nimeros (ndo pode comecar em zera!). Para o segundo tipo, temos 5.5.55 =
625 nlmeros. Esses so 0s nimeros que ndo sdo peroba, entdo os demais nimeros de 4 digitos sdo
peroba: 9000 — 1125 = 7875 nlmeros peroba.

3) (A) Noteque (x + x)x? + 5x + 6) = x(x + 1)x + 2)(x + 3) =[x + 3x Jx* + 3x+ 2).
Seja y = x? +3x. Entdo 1+ y(y+2) =181 0 (y+1)?=18120 y+1=1810 y=180.

4) (A) A face 1 estarg, no inicio, voltada para Leste e, a seguir, voltada para baixo. Quando o 2
estiver para baixo, 1 estard a Oeste. Quando 0 3 estiver para baixo, 1 continua a Oeste. Quando 0 5
estiver para baixo (face oposta ao 2), 0 1 permanece a Oeste e assim termina apds 0s movimentos.

5) (A) Se os nimeros estéo agrupados em duplas de mesmo produto cada, entdo 0 maior e 0 menor
devemn estar juntos: 5 e 72, de onde tiramos que o produto de cada dupla deve ser 360. Assm, 10
deve formar dupla com o 36.

6) (C) As tintas pretas refletem 3% da luz. A tinta nova desenvolvida reflete 1/10 desse valor, ou
sgja, reflete 0,3% daluz, absorvendo o resto, que corresponde a 99,7%.

7) (E) Se 200...07=3" 3" 22...23 deve ser mltiplo de 81, o nimero 22...23 deve ser miitiplo de 9.
Perceba que nimero de algarismos zero em 200...07 € o mesmo ndmero de algarismos 2 em 22...23,
assim o problema se resume a verificar a divisibilidade de 22...23 por 9, ou sgja, quando 2° z+3 é
multiplo de 9, sendo z 0o nimero de zeros de 200..07. Isso se verifica para 0 ndmero
20.000.000.000.007, com 12 zeros.
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8) (E) Escreva novamente a soma, agora com as parcelas ha ordem inversa:

n*-4 n*-5 n*-6 6 5 4
+ + Tt —t—+—
n* n* n*

n* n* n*

Some com a expressdo do enunciado, calculando primeiro a somadas primeiras parcel as, depois das

segundas, terceiras e assim por diante. Obtemos n*- 7 parcelas iguais, cujo valor numérico ja é

conhecido:

n* nt nt n? 4

- A (n4 n _ N ond — o=
F+F+“'+F+F_618U (n -7)F_618U n"=625U n=5

9) (E) Sendor oraio do semicirculo e h aaturado tridngulo em relago abase, cujo comprimento

2r, sabemos que as areas sd0 iguais: %prZ:%Zr.h U pr=2h.Mas tgx°:rh,edaigualdadedas

. . h
areastiramos — = L,
r 2

10) (D) Os quadrados perfeitos necessarios para verificar as dternativas sdo: 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49,
64. Vamos fazer uma tabela com a soma de cada dois deles e verificar qual o primeiro inteiro que
ocorre como soma de dois pares distintos de quadrados perfeitos (sb precisamos de uma parte da
tabela):

1 4 9 16 25 36 49 64
1 2 5 10 17 26 37 30 65
4 8 13 20 29 40 53 68
9 18 25 34 45 58 73
16 32 41 52 65 80
25 50 61 74 89
36 72 85 100
49 98 113
64 128

Encontramos o nimero 50 como o menor deles.

11) (B) Retirando-se um A, devemos achar anagramas de BACAN que comegam com A, que S0
41=24. Retirando-se um B, devemos achar anagramas de ACANA gue comecam com A, que sao
41/21=12. Retirando-se C ou N, obtemos também 12 anagramas comegados com A. Esses
anagramas obtidos so quase-anagramas de BACANA, um total de 60 quase-anagramas.

12) (D) O tempo que Rubens levaria com maior velocidade pelo caminho maior € 0 mesmo que ele
: : . AB+AC _ BC - 31
levaria com velocidade normal pelo menor caminho: ————=—U AB+AC=—BC.

1,24v v 25
Como AB? + AC? = BC?,
_g8L
€5

312

.2
(AB+ ACY BC2 U AB2+2AB.AC+AC? =E(ABZ +AC2) U
2

336

257

AB? - 2AB.AC +%AC2 =0
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. . A 1
Dividindo por AC® e supondo que ACB é o menor angulo: Ex - X+—=0, com

c=tqa=’B 1 J1- 4(168/625)° _625- /961289 _ 7.
9% 2.168/625 336 24’

Finalmente, £<l <E.
4 24

3

13) (B) Somando as equacles e juntando partes fracion&rias com partes inteiras obtemos
X+y+z=4,9. Extraindo as possivels partes fracionérias das equagOes dadas e dessa nova obtida,
temos as seguintes possibilidades: {x} +{z} =0,20u 1,2; {y} +{x} =06 0u 1,6; {z} +{y} =00u 1;
{x+{y} +{z} =090u190u 29.

Se {Z+{y}=0, tefamos {y}={4=0, o que nd fornece solugio. Assim,
{Z+{y}=1p {x=09; {y}=0,7; {z} =0,3. Reescrevendo o0 sistema para as varidveis, temos
X+y=46; X+2=22;y+z=3P x- y+z=19- 27+03=-05.

14) (E) Um repunit de n digitos pode ser escrito como 10 9' =3 Assim, se 0 polindmio aplicado a
: ., a0"-10  10"-1 10m-1 -~
qualquer repunit resulta num repunit: pg—z +q +r= U
9 5 9 9

p(10” - 1)2 +9q(1o” - 1)+8:Ir :9(10"‘ - 1)0 p.10" +10"(99- 2p)+ p- 9q+81r =9.10™- 9

(9q— 2p) + P 9q2+ 8Ir =9, 10; - 92 . Para n suficientemente grande, o lado esquerdo
10" 107" 10" 107"

torna-se arbitrariamente proximo de p e o lado direito fica arbitrariamente préximo de 9.10™ 2",

m 3 2n (lembre que m é umafunc2o de n). Assm, p deve ser igua a 9.10™ *" ¢, portanto, da forma

9x10%, k inteiro ndo negativo. Além disso, m= 2n + k. Deste modo, fazendo as substituicdes,

pP-99+8Ir _ 9

Up+

obtemos (9q - 2p) + . Note que para n suficientemente grande, o lado

10" 10"
esguerdo tende a 9 — 2p e o lado direito, a zero. Logo 91 — 2p = 0 e, consequentemente, q =
k
2x0% . Substituindo mais uma vez, obtemos r = % Assim, um valor possivel paraq €2,

obtido parak = 0.

15) (A) A solugdo deve satisfazer a condicdo de existéncia x3 0. Asim, x=y?:
x=x+c0 y*-y-c=0, D=1+4c e devemos ter D30 paa haver solucio redl.

1+4c3 0U c3 - 1/4. Deveremos ter umaraiz n3o negativa em y, 0 que ocorre porque a equacio
mostra que asomadasraizes é 1.

XXIX Olimpiada Brasileira de Matematica — Gabarito — Nivel 3 3
www.obm.org.br



16) (A)

Peo teorema de Pitdgoras, AD=+/1- x*. Assim, a &ea do tridnguo ABC ¢é
BC ><AD 1
2

SQrx XV1- X ——«/(1+x)3(l— X) .

Pela desigualdade das médias,
1+x+l+x+1+x+1_ «
A\l/éaé+x%é+ Xqﬁ_+ X9(1_ X) £ 3 3 3 :%p /(1+x)3(1— X) £¥

e3;ae3ze3ﬂ 4

13[ 34_

- 1

+
€, portanto, o valor minimo da&reaé = , obtido quando szl- xU X:E.

17) (E) Dividindo tudo por x°: 1+3y_ 43’6 f__ _49_7 +1=0. Sda 2=
X ex’g éx’ g X

3z* - 4z° +1=0. Fatorando, teremos (z- 1) (32 +2z +1): 0. A Unicaraiz racional dessaequagdo
é z=1, portanto deveremos ter y = x* para satisfazer a equagdo com x ey inteiros positivos. Pela
limitagdo 1£ y £ 2007 , y pode assumir todos os va ores de quadrados perfeitos nesse interval o, que

sdo0 12,2%,3,...44%  totalizando 44 pares ordenados.

18) (D) Como nenhum deles pode ser igud a zero, temos a forma equivaente:

a—bzl, b—c:l, c—azl, somando as equagdes teremos l+1+1:0I:>
a b c a b c

ab+bc+ca
abc

=0b ab+bc+ca=0.

Em outra forma equivalente; a? =1+ab, b?=1+bc, c? =1+ac. Multiplicando as equagdes:
a’b’c® = (1+ab){L+bc)(1+ca) U

a’b?c? =1+ ab+bc+ca+ a’bc +ab?c+abc? +a%b?c® U 0=1+a%bc +ab?c+ abc?

0 abcla+b+c)=-1
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Observacéo: pode-se provar que o] sistema admite seis solugdes:
&2c0s40° +1 2cos80° +1 2cosl60” +10  &2c0s80° +1 2cos160” +1 2cos40" +10

i 1 1 _1 -_— L ) —
§ 7 7 B 5§ 1 7 55

+ &2c0s160° +1 2cos40° +1 2cos80° +1Q

B B B

19) (B) Para ter menos de 5 andares, a soma dos algarismos do nimero do prédio deve ser menor
gue 5. As possibilidades sdo, do lado dreito (par), 4, 22, 40, 12, 30, 2, 20, 10, 100. Do lado
esquerdo (impar), sdo 13, 31, 3, 21, 11, 1. Temos entdo mais prédios com menos de 5 andares do
lado direito darua.

20) (B) A soma dos dois outros lados deve ser maior que 5.3/ 2, e forma que o perimetro sera
maior que 5J3. O menor inteiro x maior que 53 deve ser o menor inteiro a satisfazer
(5«/5)2 £ x?, de onde tiramos x = 9.

21) (E) Para medir o angulo entre os ponteiros, basta obter as posi¢oes dos dois ponteiros. Fazendo
iSSo para cada um dos horérios, lembrando que o angulo entre dois nlimeros consecutivos do rel4gio
é 30°

- 02h30: o ponteiro maior esta sobre 0 6 e 0 menor esta exatamente nametade entreo 2 e 0 3.
Logo o angulo entreeles sera 35° 30°=105°.

06h20: o ponteiro maior et sobre 0 4 e 0 menor esta 1/3 de hora depois do 6. Logo o
16,
angulo e 8%+—9 300=70°,
e 3g

05h40: o ponteiro maior estd sobre 0 8 e 0 menor esta 1/3 de hora antes do 6. Logo o angulo

6B +19 300=700.
e 3g
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08h50: 0 ponteiro maior esta sobre 0 10 e 0 menor esta 1/6 de hora antes do 9. Logo o

16,
anguio é T+=2 300=35° .
e 6g

09h55: 0 ponteiro maior esta sobre 0 11 e o menor esta 1/12 de hora antes do 10. Logo o

angulo é §ﬁ+i9' 30°=32,5°,
e 124

22) (D) Sendod o mdc destes nimeros, temos qued | 2332 — 1221 = 1111 = 11" 101. Como 101 é
primo, 101 n&o divide 1221 e 11 divide todos os 8 nimeros, 11 é o mdc procurado.

23) (B) Sgam B e C os pontos de batida da bolaem PQ e QR, respectivamente, e A o ponto onde a
bola estainicialmente. Como os angul os das trgjetérias de batida com a mesa sfo iguais, deveremos
ter os tridngulos APB, CQB e CRS semel hantes. SejaBP =x. Assim:

~ 1 CQ - 3 ~ - ~ .
E:QU_:_QU CQ:__]_, E:gu 1:7 3/XU 3=7x-3U X:E
BP BQ x 3-x X BP RS X 3 7
Outra Solucéo:
P’ _V
R Q 7 R
u,/,/
S | P
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Como o angulo de incidéncia é igual ao angulo de reflexéo, ao refletirmos o retangulo inicial em
relacéo ao lado PQ e em seguida refletindo em relagdo ao lado QR’, obtemos um segmento TUV, de
acordo com a figura acima. Logo, pela semelhanga dos tridngulos TPU e TSV, temos
E:ﬂp i:&p PU :E_

TS SV 1+6 6 7

24) (Anulada) Os Unicos nimeros com essa propriedade sdo: 110, 121, 152, 240, 251, 282 € 390. A
diferenca entre 0 maior e 0 menor é 280, cque é mltiplo de 7 e, além disso, 2 + 8 + 0=10. (Haduas
aternativas corretas).

25) (D) Os primeiros termos dessa seqiiéncia sdo: 1, 3, 7, 15, 13, 9, 19, 21, 7, 15, ..., de onde vemos
que ela tem periodo 6 a partir do 3° termo. Assim, a,, =a,, =a,, =&, =a, =19, a,, = a; = 21,
Az = 7,83, =15 €a,,=13. A somatemvaor 19+21+7+15+ 13 =75,

XXIX Olimpiada Brasileira de Matematica — Gabarito — Nivel 3 7
www.obm.org.br



