capituLo 1

Geometria com Niumeros Complexos

A partir de agora vamos aprender a usar os niimeros complexos na geometria
plana. Os nimeros complexos sdo muito mais do que vetores, eles formam um
corpo. Desse modo podemos soma-los, multiplicé-los, observar seu médulo,...
e tudo isso sem sair do plano complexo. Essas propriedades extras que vamos
usar a nosso favor durante o estudo desse capitulo.

1.1 Angulos

Uma grande vantagem dos complexos sobre vetores é a possibilidade de se tra-
balhar com angulos. Porém devemos nos lembrar que no plano complexo trabal-
hamos com angulos orientados, ou seja ZABC = —ZCBA. O préximo problema
ird determinar uma férmula para achar angulos.

» Problema. Dados a,b € C ache o angulo Za0b.

Im Sejam a’ = a/|a| e b = b/|b| Ou seja a’ e b’ séo
os pontos onde as retas Oa e 0b encontram o
circulo unitario. Agora note que:

arg(a) = arg(a’) = a e arg(b) = arg(b') = 3
f Usando a férmula de Euler, sabemos que:

/

da ;o
\/ Re — = e!f=a) ou seja:
a

arg (2) =argb—arga
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Para achar o angulo Zabc basta aplicar uma translacao —b e cair no caso ante-

—b
rior. Dessa forma obtemos a seguinte relacao: Zabc = arg (Cb>
a0 —

1.2 Equacao da Reta

Outra ferramenta necesséria para fazer problemas de geometria é saber a equagao
de uma reta que passa por dois pontos fixados.

» Problema. Dados dois pontos a,b € C como achar a equagao da reta que
passa por a e b?

Im

Essa equagao pode parecer um pouco estranha, mas olha que acontece quando
tomamos a, b no circulo unitédrio, ou seja quando a ! =ae b~ =b:

-~ 1
zZ—a _ z— o
b—a L-1
b a

Fazendo as contas obtemos:
z+ZzZab=a+b

Observagoes:

i. O conjunto de retas z + Zab = k, onde k € C é o conjunto de retas paralelas
a reta ab.

ii. Asretas z — zZab = k sdo o conjunto de retas perpendiculares & reta ab
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iii. A equacdo da reta tangente ao disco unitério em ¢ € C é dada por z +2zc? =
2c
2b2

iv. Se a e b sdo unitdrios, os pontos médios dos arcos a“b* sdo ab e —ba.

Para resumir as idéias da duas tltimas segoes vamos resolver o seguinte prob-
lema que apareceu em um dos teste de selecao do Ira para a IMO de 2004.

Problema 1. Seja ABC um triangulo com circuncentro O. Uma reta r passando
por O, corta AB e AC em M e N respectivamente. Seja S o ponto médio de
BN e R ode CM. Mostre que ZROS = ZBAC

Solucdo. Sejam 0,a,b, c as coordenadas complexas dos pontos O, A, B, C, re-
spectivamente. Suponha sem perca de generalidade que a equagao da reta r
seja z —Z = 0. Sabemos que a retas AB é dada por z + zZab = a + b. Como
M € rN AB, temos que: m +mab =a+ b e m —m = 0. Fazendo uma substi-
a+b

1+ab

tuicao, encontramos que m =

De modo analogo, podemos achar que n = 1 _;L ¢ . Dali, usando o fato de R e S
ac
serem pontos médios, obtemos:
a+b+c+ abc a+b+c+ abc
2r=—— e 2§ = ———
1+ ab 1+ac
1 b b—
Assim, ZROS = arg (f> = arg <1 I a4 > e como ZBAC = arg <a). Para
5 ac —

mostrar que ZROS = ZBAC, devemos mostrar que:

1+ab c—a
w= .
l+ac b—a

e Rt

Como os angulos ZROS e ZBAC sdo menores que 180°, basta mostrar que w
é real, ou seja, que w = w:

1 1 _ 1 14ab a—c
w:w<:>1+a’b_c_a:1+ab.c a _ _ab_  _ac
l+ac b—a 141 L1_1  actl a-b

ac b a ac ab

1.3 Pontos Notaveis

Como os numeros complexos sao vetores as coordenadas do baricentro e do
ortocentro sdo andlogas as encontradas na geometria vetorial. As coordenadas
do incentro e dos excentros podem ser obtidas a partir da equagao do ponto
médio do arco a®b?. Para descobrir o circuncentro, use o(a + b) Lab.

at+b+c

e Baricentro: de um Aabc qualquer g = 3
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lal*(b — c) + [b]*(c — a) + |c[*(a — b)

e Circuncertro: de um Aabe qualquer o = —~ = —
a(b—c)+blc—a)+cla—>b)

e Ortocentro: de um Aabe qualquer h = a + b+ ¢ — 20 (o circuncentro)

e Incentro: de um Aa?b?c? inscrito no circulo unitario é i = —ab — be — ca

e Excentro: de um Aa?b?c? inscrito no circulo unitdrio é e, = —bc+ ca+ ab

Cuidado! Quando temos quatro pontos unitarios a,b,c,d € C nao podemos
afirmar que os incentros dos tridngulos a?b?c? e b%c?d? sdo simultaneamente
i1 = —ab — bc — ca e i9 = —bc — c¢d — db. Pois, antes de deduzir esta férmula,
inicialmente escolhemos a, b, ¢ de modo que os pontos médios interiores tenham
sempre o sinal de menos. Isso pode ser feito sem perca de generalidade apenas
quando temos trés ou dois pontos.

1.4 Medidas e Semelhancas

Agora vamos observar o comportamento dos complexos ao serem visto como um
espaco métrico. Como ja sabemos; a medida do segmento ab, com a,b € C é
dada por |b — a|. E como um fato tao simples pode nos ajudar? Basta usar a
desigualdade triangular:

|21+ 22+ 4 20| <zl 4 [22] + -+ 2]

ocorrendo a igualdade se e somente se 21, 22, ..., 2, sa0 todos colineares.

Outra forma de usar o médulo é na semelhanca de triangulos. Sabemos que
os tridngulos Awywows e Azj2923 sdo semelhantes se e somente se as razoes
entre as medidas entre os lados correspondentes sao iguais e o angulo entre eles
também for o mesmo. Ou seja:

Z2 — 21 Wz — W1 Z2 — 21 Wz — W1
= e arg ——— —arg ————
Z3 — 21 w3 — w1 Z3 — 21 w3 — w1
Z2 — 21 W2 — W1
Z3 — 21 w3 — w1
zZ1 W1 1
S|z wy 1 |1=0
z3 w3 1

Quando os triangulos sao semelhantes mas possuem diferentes orientagoes
podemos obter uma férmula similar:

zZ1 W1 1
2o W2 1 =0
z3 wsg 1

Exercicio: Use a férmula acima para achar a equacao da mediatriz do segmento
ab.
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1.5 Transformacoes Geométricas

Nesta secao vamos abordar apenas as duas transformacoes que podem oferecer
ao aluno um pouco de dificuldade. Séo elas: reflexdo por uma reta e rotagdo. A
reflex@o por um ponto e a translacao apesar de serem bastante usadas, possuem
contas faceis de ser efetuadas.

e Reflexao: Dada a reta r : 2 +2Zm = n e um ponto w € C determine o
ponto v que é imagem de w sobre 7.

Como a reta wv é perpendicular a reta r a sua equagao é dada pela férmula:
z—2zm = k. Dai, w—wm = v —vm, ou seja vm = v + wm — w.
Por outro lado, sabemos que o ponto médio de wv estd sobre r assim:
w~+ v+ (W+7)m = 2n. Efetuando as contas obtemos que:

V=n—wm

e Rotacao: Dados a,w € C e um angulo € determine as coordenadas de v
de modo que |v — a| = |w — a| e Zwav = 6.

Ap6s aplicar uma translagao —a fica fécil ver que:

‘vz(w—a)ew—&—a‘

1.6 Areas

Da geometria plana, sabemos que a area de um tridngulo com vértices 0, z; e
29 € dada pela férmula

1
A= §|zl||22| sen(fy — 07)

Traduzindo essa equagao para os complexos ficamos com A = %%(2’271) Agora,
se o triangulo tiver vértices 21, 22 e z3 basta fazer uma translagao —z3 e aplicar
a ultima férmula. Desse modo, obtemos [z12223] = %C\‘Y(zzﬁ—k 2373+ 21%3). Para
generalizar para um poligono convexo, tome um ponto no seu interior como a
origem (se ndo for, faga uma translacao!). Com isso, a drea de um poligono
convexo z12s...2, ¢ dada por:

1
Sp = 53(225+ 23%3 + -+ + 21%n)

1.7 Desigualdade Triangular

1. (Roménia 2004) Considere o tridngulo ABC' e O um ponto no seu inteiror.
As retas OA, OB, OC encontram os lados do tridngulo nos pontos A,
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By, (4, respectivamente. Sejam Rp, Rg, R3 os circunraios dos tridngulos
OBC, OCA, OAB, respectivamente e R o circunraio do triangulo ABC.
Prove que

0OA, 0B, oC,
+ — + — > R.
AAlRl BBl R2 CCl R3 - R

. (Teorema Ptolomeu) Seja ABC'D um quadrildtero qualquer. Mostre que:

AB-CD+ BC-DA > AC - BD
ocorrendo a igualdade se e somente se ABCD ¢ ciclico.
Sejam P e () dois pontos no plano do triangulo ABC. Mostre que:

BC-PA-QA+CA-PB-QB+ AB-PC-QC > BC-CA- AB.

Problemas Propostos

Na geometria analitica a equagao do circulo que passa por trés pontos nao
colineares (x1,y1), (z2,y2) e (z3,y3) é dada por:

22492 oy
i4+yi o
34y T2 i
w3 +y; T3 ys

—_ = =

Ache uma férmula correspondente para o plano complexo.

(Napoledo) Sobre cada lado de um triangulo, desenhe um triangulo eqiiilatero
(no exterior). Prove que os baricentros desses trés tridngulos eqiiildteros
sao vértices de um outro de tridngulo eqiiilatero.

(IME) Seja ABC um tridngulo e P,Q, S as intersecoes das tangentes ao
circuncirculo nos vértices com as extensoes dos respectivos lados opostos.
Mostre que os pontos P, (), R sao colineares.

(Roménia 2002) Seja ABCDE um pentdgono inscrito em uma circun-
feréncia de centro O que tem angulos /B = 120°, ZC' = 120°, /D = 130°
e /FE = 100°. Mostre que as diagonais BD e CE se encontram em um
ponto de AO.

(Banco IMO 1998) Seja ABC um triangulo, H seu ortocentro, O o seu
circuncentro e R o circunraio. Seja D a reflexao de através de BC, E a
reflexao de B através de C'A e F' a reflexao de C' através de AB. Prove
que D, E, F' sao colineares se e somente se OH = 2R.

(Banco IMO 1998) Seja ABC DEF um quadrildtero tal que ZB + ZD +

., ABCDEF BC AE FD
ZF = 360° e BODEFA -~ 1. Prove que CABFDB —
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7.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

(Banco IMO 1998) Seja ABC um triangulo tal que ZACB = 2/ABC.
Seja D um ponto sobre o lado BC tal que CD = 2BD. O segmento AD é
estendido até E tal que AD = DE. Prove que ZECB + 180° = 2/EBC.

. (Torneio das Cidades) Os tridngulos ABC e A’B’C’ sao semelhantes

com orientagoes distintas. Mostre que os pontos médios dos segmentos
AA’, BB',CC’ sao colineares.

. (Banco IMO 1992) Seja ABCD um quadrildtero convexo tal que AC =

BD. Triangulos eqiiilateros sao construidos externamente sobre os la-
dos do quadrilatero. Prove que os segmentos ligando os baricentros dos
triangulos opostos sao perpendiculares.

(Putnam 1967) Seja ABCDEF um hexdgono inscrito em uma circun-
feréncia de raio r de modo que AB = CD = EF = r. Prove que os
pontos médios dos segmentos BC, DE, F'A sdo vértices de um triangulo
eqiiilatero.

(OBM 2003) Seja ABC'D um losango. Sejam E, F, G, H pontos sobre os
lados AB, BC,CD, DA, respectivamente, e tais que as retas FF' e GH
sao tangentes a circunferéncia inscrita no losango. Prove que as retas FH
e F'G sao paralelas.

(IMO 1993) Um ponto D é escolhido dentro de um tridngulo escaleno
ABC tal que ZADB = ZACB +90° e AC - BD = AD - BC. Encontre o
AB-CD

valor de m

(Leningrado 1991) A corda AB divide um circulo em dois arcos cujos
pontos médios sao M e N. Uma rotagao sobre A por um angulo 6 leva B
em B’ e M em M’. Prove que os segmentos que ligam o ponto médio de
BB’ com os pontos M’ e N sao perpendiculares.

(Leningrado 1991) O ponto P estd fora de um circulo de centro O. A reta
1 passando por P é tangente ao circulo em A e a reta lo que também
passa por P corta o circulo nos pontos B e C. As tangentes ao circulo
passando por B e C se encontram em X. Prove que AX L PO.

(MOP) Seja H o ortocentro do tridngulo ABC'. O circulo de didmetro CH
intercepta os lados BC' e AC nos pontos P e () respectivamente. Mostre
que as tangentes a esse circulo nos pontos P e () interceptam-se no ponto
médio de AB.

(Roménia 1999) O incirculo do AABC toca os lados BC,CA, AB em
Ay, By, C1 respectivamente. Seja K o ponto no incirculo diametralmente
oposto a C7 e D o ponto de encontro das retas B1Cy e A1 K. Prove que
CD=Ch;.
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(Ira 1995) Sejam M, N, P os pontos de interse¢do do incirculo do AABC
com os lados BC,CA, AB, respectivamente. Prove que o ortocentro do
AMNP, o incentro do AABC e o circuncentro do AABC' sao colineares.

(Russia 1997) O incirculo do AABC toca os lados AB, BC,CAem M,N, K,
respectivamente. A reta por A e paralela & NK encontra MN em D. A
reta por A e paralela a M N corta NK em E. Mostre que DFE bissecta os
lados AB e AC.

(Russia 2003) No triangulo isésceles (AB = BC') a base média relativa a
BC intersecta se incirculo no ponto F' (que nao estd sobre AC). Prove
que a tangente ao incirculo por F' corta a bissetriz do angulo ZC em um
ponto sobre AB.

(Tugosldvia 1992) Trés quadrados ACGF, CBED e ABH I sao constridos
exteriormente aos lados do triangulo ABC. Sejam, CDQG e BEPH
paralelogramos. Prove que o triangulo PAQ é isésceles e retangulo.

Em um quadrildtero convexo ABCD, O é encontro das diagonais. Sejam
S1 e Sy os baricentros dos triangulos AOB e COD e Hy e Hy 0s ortocentros
dos triangulos BOC e DOA. Mostre que Hy Hy 1.51.55.

(Ira 2003) Sejam P e ) pontos sobre os lados BC' e DC, respectivamente
de um quadrilatero convexo ABCD tais que ZBAP = ZDA@. Prove
que [ABP] = [ADQ)] se e somente se a reta que liga os ortocentros destes
tridngulos é perpendicular a reta AC.

Referéncias:
[1] Edmilson Motta, Aplicagdes dos nimeros complexos a geometria, Eurekal

[2] Liang - Shin Hahn, Complex numbers & Geometry, MAA - 1994



