
ProbabilidadeApliada�aTeoriadosGrafos1. Introdu�~aoMuitas vezes, queremos demonstrar a existênia de grafos om uma erta propriedade. Mas nem sempreonseguimos onstruir expliitamente um grafo om a propriedade desejada. Neste aso reorremos ateoremas que demonstram somente a existênia e que auxiliam na onstru�~ao (ainda que indireta) de grafos,omo, por exemplo, o prin��pio das asas dos pombos. Relembremos esse prin��pio om um dos problemasmais onheidos da Teoria dos Grafos:Exemplo 1.1.Mostre que para todo k inteiro positivo existe um inteiro positivo N tal que, se pintarmos ada aresta de umgrafo ompleto de N v�erties de vermelho ou azul, garantimos sempre a existênia de um subgrafo ompletoom k e arestas pintadas todas de uma mesma or.(Para quem n~ao est�a familiarizado om a Teoria dos Grafos, podemos reesrever o problema desta forma:mostre que para todo k inteiro positivo existe N inteiro positivo de modo que em qualquer festa om Npessoas existam k pessoas tais que todos onheem todos ou ningu�em onhee ningu�em { ou mesmo ambos)O menor valor de N �e onheido omo R(k) ou R(k; k) (n�umeros de Ramsey). Por simpliidade,adotaremos a primeira nota�~ao.Resolu�~aoMostraremos que R(k) � 22k. Assim, basta provarmos que para N = 22k garantimos a existênia de pelomenos um grafo ompleto om k v�erties om todas as arestas om a mesma or.Considere um grafo ompleto G om 22k v�erties. Vamos numer�a-los om valores inteiros de 1 a 22k. Sejax1 = 1 um v�ertie de G. Como este v�ertie est�a ligado a outros 22k�1, existem pelo menos d 22k�12 e = 22k�1arestas partindo de x1 om a mesma or. Seja A1 o onjunto de v�erties de G ligados a x1 por essas arestas.Agora, seja x2 o menor elemento de A1 (lembre-se de que x2 �e um n�umero!). Como x2 est�a ligado a pelomenos 22k�1�1 v�erties de A1 ent~ao existem pelo menos d 22k�1�12 e = 22k�2 arestas de mesma or ligando x2a v�erties de A1. Seja A2 o onjunto desses v�erties. Continuando o proesso, determinamos uma seq�uêniade v�erties x1 < x2 < x3 < � � � < x2k e uma seq�uênia de onjuntos A1 � A2 � A3 � � � � � A2k omxi 2 Ai�1. Todas as arestas ligando xi a v�erties de Ai têm a mesma or.Podemos assoiar a ada v�ertie xi �a or que liga xi aos v�erties de Ai. Portanto, dentre os 2k xi'sexistem k assoiados a uma mesma or, digamos, xi1 < xi2 < � � � < xik assoiados �a or azul. Veja que aaresta xi1xij , j > 1, tem sempre or azul (pois xij 2 Ai1); a aresta xi2xij , j > 2, tamb�em tem sempre orazul; e assim por diante. Assim, o grafo ompleto om v�erties xi1 , xi2 , : : : , xik s�o tem arestas azuis.Mas nem sempre o prin��pio das asas dos pombos funiona. Apresentaremos aqui o m�etodo probabi-l��stio. Mas antes estudemos probabilidades.2. Probabilidades2.1. A fun�~ao probabilidadeO oneito de probabilidade �e utilizado para estudar experimentos em geral aleat�orios. O que vamos mostraraqui �e o modelo de probabilidade.Para representar matematiamente um experimento, utilizamos um onjunto S denominado espa�oamostral. Deste modo, os resultados dos experimentos s~ao representados por subonjuntos de S. Taissubonjuntos s~ao hamados eventos. Seja P(S) o onjunto das partes de S (ou seja, o onjunto dossubonjuntos de S). De�nimos a fun�~ao probabilidade omo P :P(S)! R+ que satisfaz as propriedades:



(i) P (;) = 0(ii) P (S) = 1(iii) Se A \ B = ;, ent~ao P (A [ B) = P (A) + P (B).O que isso tem a ver om o oneito \onheido" de probabilidade? Tudo! A probabilidade de umevento representa, grosso modo, a fra�~ao de vezes que o evento oorre quando repetimos o experimentoestudado v�arias vezes. A de�ni�~ao dada aqui s�o formaliza isso. A de�ni�~ao P (E) = n(E)=n(S) �e v�alida s�opara espa�os amostrais equiprov�aveis, isto �e, tais que a probabilidade de ada subonjunto unit�ario de S �eonstante.Daqui por diante, nos preouparemos somente om espa�os amostrais �nitos.2.2. Valor esperadoAgora, onsideremos um experimento que fornee um n�umero X omo resultado. Estamos interessados emsaber a m�edia dos n�umeros obtidos quando repetimos o experimento muitas vezes. Tal m�edia �e hamadavalor esperado de X . Como o valor X = a oorre na fra�~ao P (X = a) dos experimentos, o valor esperadode X pode ser dado por E(X) = Xa2AP (X = a) � aonde A �e o onjunto de todos os valores que X pode assumir.Exemplo 2.1.Mostre a desigualdade de Markov:Seja X uma vari�avel relaionada a um evento e seja A o onjunto dos poss��veis valores de X . Mostreque P (X � a) � E(X)aResolu�~aoConsidere a fun�~ao IX�a = � 1; se X � a0; se X < aPara ada X 2 A temosX � aIX�a () P (X) �X � aIX�a � P (X)=) XX2AP (X) �X � a XX2A IX�a � P (X)() E(X) � aXX�aP (X)() P (X � a) � E(x)aExer��ios01. Um homem vai pesar em uma represa (heia de peixes!) e a�rma que p�ara de pesar se, e somentese, o �ultimo peixe pegado tem massa menor que o anterior. Mostre que o valor esperado de peixes que opesador vai pegar �e e � 2;71828 : : :.02. Considere um experimento que gera um n�umero inteiro entre 0 e n.



(a) Mostre que se o valor esperado deste n�umero �e menor que 1, ent~ao a probabilidade do n�umero ser 0 �emaior que zero, isto �e, �e poss��vel que o n�umero seja 0.(b) Seja K um onjunto de alguns n�umeros inteiros entre 0 e n. Mostre que seE(K) = Xk2K P (X = k) � k � aent~ao P (K) � 1 � a. (K �e o omplementar de K em rela�~ao ao onjunto universo, que no aso �e oespa�o amostral dos n�umeros inteiros entre 0 e n).(Vamos usar estes resultados mais tarde!)03. Mostre que num experimento �e poss��vel que obtenhamos um valor maior ou igual que o valor esperado(�e laro que o mesmo resultado vale se troarmos \maior ou igual" por \menor ou igual").3. Apliando probabilidades �a Teoria dos GrafosComo j�a menionamos no in��io, n~ao preisamos onstruir algo para demonstrar sua existênia. Podemosfazer isso provando que a probabilidade de oorrer essa existênia �e maior que 0 (quando o espa�o amostral�e �nito, isso basta para demonstrar que algo existe).Exemplo 3.1.Um torneio de tênis om n partiipantes (onde todos jogam uma �unia vez ontra todos) tem a propriedadeSk se, para todo onjunto X de k partiipantes do torneio, existe um partiipante n~ao pertenente a X queveneu todos os partiipantes de X . Mostre que para ada k existe um torneio om a propriedade Sk.Resolu�~aoEstimaremos a probabilidade P (n) de um torneio om n partiipantes n~ao ter a propriedade Sk e mostra-remos que existe n tal que P (n) < 1 (de modo que a probabilidade de o torneio ter Sk �e 1� P (n) > 0).Tomemos um torneio em que a probabilidade de ada tenista vener ada jogo �e 1=2. Fixemos umonjunto X om k partiipantes. Este onjunto \estraga" o torneio se todos os n� k demais partiipantesperde de pelo um partiipante de X . A probabilidade de isso aonteer �e (1 � ( 12 )k)n�k (por quê?). Comoexistem �nk� onjuntos X 's, a probabilidade de um ou mais deles \estragar" o torneio �e menor ou igual a�nk�(1� ( 12 )k)n�k (ou um estraga ou outro estraga ou: : : ). LogoP (n) < �nk� 1��12�k!n�k () 1� P (n) > 1��nk� 1��12�k!n�kDeste modo, basta1��nk� 1��12�k!n�k > 0 () �nk� 1��12�k!n�k < 1Seja f(m) = �mk �(1� ( 12 )k)m�k. Temosf(m+ 1)f(m) =  1��12�k! � m+ 1m+ 1� k =  1��12�k! � 11� km+1Como  1��12�k! � 11� km+1 < 1 () m > k � 2k � 1;



ent~ao f(m+1)f(m) < 1 para m > k � 2k � 1, o que impliaf(m) < a � m, onde a = f(k � 2k � 1)k�2k�1Assim, sendo a e  onstantes om 0 <  < 1, e m arbitrariamente pr�oximo de 0 quando m �esu�ientemente grande, temos que existe n tal que f(n) < 1.�As vezes preisamos usar o valor esperado e o resultado do exer��io 02.Voê se lembra dos n�umeros de Ramsey? J�a provamos que R(k) � 22k. Ser�a que onseguimos um limiteinferior para R(k)? A resposta �e sim! A demonstra�~ao que apresentaremos a seguir foi obtida por Erd}os em1947.Exemplo 3.2.Mostre que R(k) > kep2 � 2k=2.Resolu�~aoPintemos ada aresta de um grafo ompleto G de n v�erties de azul ou vermelho aleatoriamente, omprobabilidade 1=2 para ada or. Calulemos o n�umero esperado de grafos ompletos de k v�erties omarestas todas azuis.Fixe k v�erties de G. A probabilidade de o grafo ompleto om esses k v�erties onter somente arestasazuis �e 2� 12 k(k�1) (ele tem �k2� = 12k(k � 1) arestas!). Como h�a �nk� esolhas dos k v�erties, o valor esperadodesejado �e �nk� � 2� 12k(k�1). Claramente, este tamb�em �e o n�umero esperado de grafos ompletos de k v�ertiese arestas todas vermelhas. Assim, o valor esperado de grafos ompletos om arestas todas de mesma or �eE(n) = 2�nk� � 2� 12k(k�1).A aproxima�~ao de Stirling k! � kke�kp2�k impliak! � 2pk�ke�k () 1k! � 12pk� ek�kComo n(n� 1) : : : (n� k + 1) � nk,�nk� = n(n� 1) : : : (n� k + 1)k! � 12pk�nek �kLogo E(n) � 2 � 12pk�nek �k2� 12k(k�1) = 1pk�nek �k2� 12k(k�1)Fazendo n = ke � 2x, temosE(n) � 1pk � 2xk � 2� 12 k(k�1) = 1pk � 2xk� 12 k(k�1)O valor 2xk� 12 k(k�1) �e menor ou igual a 1 se, e somente se,xk � 12k(k � 1) � 0 () x � k � 12En�m, se n = ke � 2 k�12 = kep2 � 2k=2, ent~aoE(n) � 1pk < 1



Assim, pelo resultado do exer��io 02, item (a), a probabilidade de haver um grafo om nenhum subgrafoompleto om arestas de mesma or �e maior que zero, ou seja, para n = kep2 � 2k=2 existe um grafo ompletode n v�erties sem subgrafos ompletos de k v�erties om arestas de uma mesma or. Conseq�uentemente,R(k) > kep2 � 2k=2.Assim, temos kep2 �2k=2 < R(k) � 22k. Observando as demonstra�~oes destes fatos (que s~ao relativamentesimples), podemos pensar se j�a existem desigualdades mais fortes. De erto modo esses s~ao os melhores valoresenontrados, pois ainda n~ao se sabe se existem valores a e b tais que a > p2 e R(k) > ak para todos osvalores su�ientemente grandes de k ou b < 4 e R(k) � bk para todos os valores su�ientemente grandes dek.Exer��ios04. Considere um torneio de tênis om n jogadores, omo o do exemplo 3.1. Um aminho hamiltoniano dotorneio �e uma seq�uênia de n jogadores distintos i1, i2, : : : , in tais que i1 vene i2, i2 vene i3, : : : , in�1vene in. Mostre que existe um torneio om pelo menos n!=2n�1 aminhos hamiltonianos.(Observa�~ao: Este resultado, obtido em 1943 por T. Szele, �e onsiderado por muitos o primeiro resultadoombinat�orio provado om o m�etodo probabil��stio.)05. Sejam A1, A2, : : : , Ar subonjuntos de A = f1; 2; 3; : : : ;ng. Colorimos ada elemento de A de azulou vermelho. Mostre que podemos pintar os elementos de modo que no m�aximo Pri=1( 12 )n(Ai)�1 dossubonjuntos tenha todos os elementos de mesma or.06. Prove que �e poss��vel pintar ada um dos n�umeros 1, 2, 3, : : : , n de vermelho ou azul de modo que n~aoexista uma progress~ao aritm�etia om k elementos pintados da mesma or quando n < 2k=2.3.1. M�etodo probabil��stio e onstru�~oesNem sempre o m�etodo probabil��stio d�a onta sozinho de ertos problemas de grafos. Muitas vezes provamosque um erto grafo que n~ao tem a propriedade desejada mas �e �util existe e depois onstru��mos, a partir dessegrafo, um outro om a propriedade desejada.O seguinte problema tamb�em foi resolvido por Erd}os, por�em em 1959. De�nimos o n�umero rom�atio deum grafo omo o menor n�umero de ores neess�arias para pintar os v�erties do grafo de modo que n~ao hajadois v�erties de mesma or ligados por uma aresta (sim, isto tem a ver om o teorema das quatro ores!). Aintura de um grafo �e o n�umero m��nimo de v�erties dos ilos ontidos no grafo.Exemplo 3.3.Mostre que existe um grafo om n�umero rom�atio � e intura g, �; g 2 Z, � � 4, g � 4.Antes de resolver o problema, enorajamos o leitor a tentar onstruir um grafo de n�umero rom�atio 4e intura 4.Resolu�~aoObservemos que um grafo G desejado deve ter duas propriedades:(i) Ter intura � g.(ii) Ter n�umero rom�atio � �;Mostraremos que existe um grafo om no m�aximo �3g + g v�erties que tem ambas as propriedades.Seja n = �3g. Coloaremos arestas no grafo aleatoriamente, sendo que ligamos ada dois v�erties omprobabilidade p (esolheremos um valor adequado para p mais tarde). O espa�o amostral desses grafos �edenotado por G(n; p).Primeiro mostraremos omo onstruir um grafo om a propriedade (i). Vamos estimar o n�umero esperadode ilos om no m�aximo g� 1 v�erties. Fixe ` � 3 v�erties. Temos (`� 1)! maneiras de orden�a-los em ilo.Por�em estamos ontando ilos no sentido hor�ario e anti-hor�ario, assim devemos dividir o resultado por dois,



obtendo (`�1)!=2 ilos nestes v�erties, om probabilidade p` ada (p para ada uma das ` arestas do ilo).Logo, omo h�a �ǹ� maneiras de esolhermos os v�erties, o n�umero esperado de ilos om ` v�erties quandoonsideramos todos os grafos de G(n; p) �eE(C`) = �ǹ� (`� 1)!2 p` = n(n� 1) : : : (n� `+ 1)2` p` � (np)`2`Logo o n�umero esperado de ilos om no m�aximo g � 1 v�erties �eg�1X̀=3E(C`) � g�1X̀=3 (np)`2` � g�1X̀=3 (np)`6 = 16 � (np)g � 1np� 1 � (np)g�13 ;quando np � 2, ou seja, p � 2=�3g (para isto, basta tomar um valor adequado para p { ele n~ao preisa ser1=2 sempre!)Seja h = (np)g�1. Seja H o onjunto de grafos om no m�aximo h ilos \urtos" (isto �e, om no m�aximog � 1 v�erties). Mostraremos que P (H) � 2=3. Assim, podemos obter um grafo om intura g tirando harestas de um grafo de H , um de ada ilo.Usaremos o fato provado no exemplo 2.1. Veja que P (X � a) = 1�P (X > a) � 1�E(X)=a. PortantoP (H) = P  g�1X̀=3 C` � h! � 1� E �Pg�1`=3 C`�h = 1� Pg�1`=3 E(C`)h � 1� h=3h = 23Agora mostraremos que existe um n�umero su�ientemente grande de grafos om a propriedade (ii) (semesqueer os grafos onstru��dos om a propriedade (i)).Como podemos mostrar que um grafo tem n�umero rom�atio �? Uma maneira �e pensar no seguinte:onsidere todos os v�erties de uma or. Ent~ao n~ao podemos ter arestas ligando quaisquer dois destes v�erties.A este onjunto de v�erties hamamos onjunto independente. Assim, o n�umero rom�atio de um grafo G �eo menor n�umero de onjuntos independentes que podem ser obtidos de uma parti�~ao do onjunto de v�ertiesde G. Note que, sendo t o n�umero de elementos do maior onjunto independente, temos � � t � n () t �n=� () � � n=t.Assim, sendo t = n=�, basta enontrarmos um grafo que n~ao tenha onjuntos independentes om t+ 1v�erties. Um onjunto �xado n~ao �e independente se houver pelo menos uma aresta ligando seus elementos.Lembremos que para obter um grafo om intura � g tiramos h arestas. Assim, preisamos obter grafosujo n�umero rom�atio se mantenha mesmo depois de tirarmos deles h arestas quaisquer, ou seja, na verdadepara ada onjunto deve haver mais de h arestas ligando seus elementos. Seja ent~ao I o onjunto de grafosom essa propriedade, ou seja, o onjunto de grafos de G(n; p) tais que qualquer subgrafo de t + 1 v�ertiesont�em mais de h arestas. Mostraremos que P (I) � 2=3 para algum valor adequado de p. Note que seprovarmos isso teremos P (H \ I) = P (H) + P (I)� P (H [ I) � 2=3 + 2=3� 1 = 1=3 (lembre que P (A) � 1sempre!).Para variar, �xe um subgrafo de t+1 v�erties. Seja T = �t+12 �. Podemos esolher �Tj � arestas, portantoa probabilidade de este subgrafo onter exatamente j arestas �e�Tj�pj(1� p)T�jConseq�uentemente, a probabilidade de este subgrafo onter h ou menos arestas �ehXj=0�Tj�pj(1� p)T�j



Como temos � nt+1� subgrafos om t+ 1 v�erties, o valor esperado de subgrafos n~ao pertenentes a I �eE(I) = � nt+ 1� hXj=0�Tj�pj(1� p)T�jMostraremos que E(I) < 1=3 e portanto, usando o resultado do exer��io 02, item (b), teremos P (I) >2=3. Vamos l�a!!Primeiro eliminaremos o somat�orio. A raz~ao entre dois termos onseutivos �e� Tj+1�pj+1(1� p)T�j�1�Tj �pj(1� p)T�j = T � jj + 1 p1� p � Th p1� pSe esta raz~ao �e sempre maior ou igual a 1, podemos esreverhXj=0�Tj�pj(1� p)T�j � (h+ 1)�Th�ph(1� p)T�h (�)Como h = (np)g�1 = (�3gp)g�1 e T = 12 t(t + 1), om t = n=� = �3g�1, temos que a raz~ao �e maior ouigual a 1 se, e somente se,12 (�3g�1 + 1)�3g�1(�3gp)g�1 p1� p � 1 () pg�2(1� p) � �3g�1 + 12�3g2�6g+1Como pg�2(1� p) � pg�2 e �3g�1 + 12�3g2�6g+1 > �3g�1�3g2�6g+2 = ��3g2+9g�3;basta termos pg�2 � ��3g2+9g�3 () p � ��3g2+9g�3g�2Logo, lembrando ainda que p � 2��3g, temos2��3g � p � ��3g2+9g�3g�2Sendo �3g2+9g�3g�2 = �3g2+9g�6+3g�2 = �3g + 3 + 3g�2 um pouo maior que �3g + 3, podemos tomar p talque 2��3g � p � ��3g+3Esolhamos p = 2k�3g+2.Agora, voltemos a E(I). Utilizando (�) e o resultado �nk� � (en=k)k, temosE(I) � � nt+ 1�(h+ 1)�Th�ph(1� p)T�h � � ent+ 1�t+1 (h+ 1)�eTh �h ph(1� p)T�hTiremos o (1� p). Como 1� p � e�p, temosE(I) � � ent+ 1�t+1 (h+ 1)�eTph �h e�p(T�h)



Agora, substitu��mos t = n=� = �3g�1, p = 2��3g+2 e h = (np)g�1 = (2�2)g�1. Veja que ph = (2=�)g epT = 12�3g�1(n� + 1)2��3g+2 = n+ �.E(I) �  enn� + 1!t+1 (h+ 1)�e�3g�1(�3g�1 + 1)2��3g+22 � 2g�1�2g�2 �h e�p(T�h)< (e�)t+1(h+ 1)�e(�g+2 + �3�2g)2g�1 �h e�n��e(2=�)gAgora vamos sumir om (h+ 1)e(2=�)g . Temos � � 4, g � 4 e h � (2 � 42)4�1 > 3, logo(h+ 1)e(2=�)g � (h+ 1)e(2=4)g � (h+ 1)e(1=2)4 < (h+ 1)41=16 < (h+ 1)2 � 2hAssim E(I) < (e�)t+1�2e(�g+2 + �3�2g)2g�1 �h e�n��< (e�)t+1� 32e�g+22g�1 �h e�n��= (e�)t+1�(g+2)h�3e2g�h e�n��< (e�)t+1�(g+2)he�n��= et+1�n���t+1+(g+2)h= exp (t+ 1� n� �+ (t+ 1 + (g + 2)h) ln�)Como � � 4 () �1=2 � 2, h = (2�2)g�1 � (�1=2 � �2)g�1 = n5=6=�5=2 e ln� < �=2. Substituindotamb�em t = n=� temos E(I) < exp (t+ 1� n� �+ (t+ 1 + (g + 2)h) ln�)< exp�n� + 1� n� �+�n� + 1 + (g + 2)n5=6�5=2� �2�= exp�n� + 1� n� �+ n2 + �2 + (g + 2) n5=62�3=2�Al�em disso, para g � 4, g + 2 � 2g � (�1=2)g = n1=6. Deste modo,E(I) < exp�n� + 1� n� �+ n2 + �2 + (g + 2) n5=62�3=2�� exp�n� + 1� n2 � �2 + n1=6 � n5=62�3=2�� exp�n� + 1� n2 � �2 + n2�3=2�Sendo � � 4 e n � 44 > 16, E(I) < exp�n4 + 1� n2 � 42 + n2 � 43=2�= e�1� 3n16< e�1�3< 13



Assim, utilizando o item (b) do exer��io 02, temos P (I) � 2=3 e logo P (H \ I) � 1=3. Portanto existeum grafo G om �3g v�erties em H \ I . Logo G tem no m�aximo h ilos om um n�umero de v�erties n~aosuperior a g e seu n�umero rom�atio �e maior ou igual a � mesmo se tirarmos h arestas quaisquer de G.Conseq�uentemente, podemos tirar h arestas de ada um dos ilos \urtos", obtendo G0 om intura maiorou igual a g e n�umero rom�atio maior ou igual a �. Para obter um grafo om n�umero rom�atio exatamenteigual a �, tome um subgrafo L de G0 om n�umero rom�atio � (�e s�o esolher � dos onjuntos independentesassoiados a G0) e para obter um grafo om n�umero rom�atio � e intura exatamente g, junte a L um ilode g v�erties separados dos demais pintados om duas ou três ores dentre as � ores de L (obtendo umgrafo om no m�aximo �3g + g v�erties).Exer��ios07. Veja que enontramos um grafo de n�umero rom�atio � � 4 e intura g � 4 (e usamos bastante essasdesigualdades!). Mas a intura pode ser igual a 3 e o n�umero rom�atio ainda pode ser 2 ou 3. S�o faltamesses asos para ompletar o problema! Fa�amos isso agora.(a) Para que valores de g � 3 existe um grafo de n�umero rom�atio 2 e intura g?(b) Mostre omo onstruir um grafo de n�umero rom�atio 3 e intura g, g � 3.() Mostre omo onstruir um grafo de n�umero rom�atio � � 2 e intura 3.08. Seja 2 � t � n. Mostre que existe um grafo bipartido n por n om b(1 � 1=(t!)n)n2�2=t�1 arestas eque n~ao ont�em um grafo bipartido ompleto t por t.Observa�~ao: um grafo bipartido �e um grafo ujo onjunto de v�erties pode ser dividido em dois onjuntosde modo que v�erties pertenentes a um mesmo onjunto n~ao estejam ligados; se, al�em disso, dois v�ertiesest~ao ligados se, e somente se, pertenem a onjuntos diferentes, ent~ao o grafo �e bipartido ompleto.4. Referênias Bibliogr�a�asA demonstra�~ao do exemplo 1.1. foi extra��da do artigo The Two Cultures of Mathematis, de W. T. Gowers,que al�em de onter tamb�em uma prova de que R(k) > 2k=2 onsiste de uma disuss~ao muito interessantesobre o estudo da Matem�atia.O problema de Ramsey (om mais detalhes) pode ser enontrado no artigo O Teorema de Ramsey, deCarlos Gustavo Tamm de Ara�ujo, publiado na revista Eureka! 6. L�a h�a um limite superior um pouquinhomelhor para R(k): R(k) � �2k�2k�1 �.Tanto Ramsey omo o m�etodo probabil��stio (al�em de muitos outros fatos da Teoria dos Grafos) podemser estudados no livro Graph Theory { An Introdutory Course, de B�ela Bollob�as.Mais problemas usando o m�etodo probabil��stio tamb�em podem ser enontrados no livro Proofs FromThe Book, de Martin Aigner e G�unter M. Ziegler. L�a tamb�em s~ao enontrados demonstra�~oes realmenteelegantes de diversos teoremas, n~ao somente de Combinat�oria.O exemplo 3.1. foi retirado do livro de problemas More Mathematial Morsels, de Ross Honsberger.Voê tamb�em pode pesquisar na Internet! Os exemplos 3.2. e 3.3. (om algumas altera�~oes) foramextra��dos do site http://www.srf.uam.org/~mdpd2/maths/p.pdf (voê vai preisar ter um leitor de.pdf omo o Arobat Reader).Alguns exer��ios foram retirados de um exerto (orrespondente ao Cap��tulo 5) do livro ProbabilityModels For Computer Siene, de Sheldon M. Ross. Esse exerto enontra-se dispon��vel na Internet emhttp://www.harourt-ap.om/books/rosspms/8051 Textures C05.pdf


