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Prof. Oertes

Uma inversao em relagao a uma circunferéncia I' de centro O e raio r é uma
funcdo que associa a cada ponto A (distinto de O), do plano definido por T', o
ponto A’ da semirreta OA tal que OA - OA’ = r2. Neste caso, dizemos que A e
A’ sdo inversos em relacdo a I'.

Propriedades da Inversao

e O inverso de um ponto interno a I' (distinto de O) é externo a T e vice-
versa.O inverso de um ponto pode ser facilmente obtido com régua e com-
passo!

e Se AeT, entao A’ = A (O inverso de um ponto de I" é o proprio ponto).

e A inversdo inverte a orientagao de um angulo, isto é, dados os pontos
A e B, distintos entre si e distintos de O, temos que OAB = OB’A’ e
.OBA = 0A'B'.

e Decorre diretamente da definicdo que o inverso do inverso de um ponto é
o proprio ponto, isto é, (A’) = A. De um modo geral, se Q) é uma reta ou
uma circunferéncia, temos que (') = Q.

e Se A e B sdo pontos distintos tais que A esta entre O e B, isto é, O—A—B,
entdo O — B’ — A’, ou seja, quanto mais proximo um ponto esta de O, mais
longe estard seu inverso. Generalize esse resultado para infinitos pontos
em uma semirreta de origem O!.

e O inverso de uma reta s em relagao a I' é a prépria reta s se esta passar
por O, ou uma circunferéncia passando por O, se s ndo passar por O.



e O inverso de uma circunferéncia ¥ em relacao a I' é uma reta que nao
passa por O, se O € ¥, ou uma circunferéncia que nao passa por O, se
O ¢ ¥. E isso mesmo: uma inversio pode transformar uma reta em uma
circunferéncia e vice-versal.

Apos definirmos e entendermos o dngulo entre duas curvas, temos a seguir
a propriedade mais importante desta aula:

e A inversao preserva o Angulo entre duas curvas!. As curvas as quais
nos restringiremos sao retas e circunferéncias. Em particular, se duas retas
ou uma reta e uma circunferéncia ou duas circunferéncias sdo ortogonais,
entdo seus inversos também os serdo. Além disso, se duas circunferéncias
sdo0 tangentes (neste caso, o angulo entre elas ¢ nulo), entdo seus inversos
com relagao a uma circunferéncia cujo centro nao passa pelas duas também
sao duas circunferéncias tangentes.

Os Problemas de Apolénio

Dados trés objetos distintos, que podem ser um ponto, uma reta ou uma
circunferéncia, tracar, com régua e compasso, uma circunferéncia tangente a
estes trés objetos (onde tangéncia a um ponto significa que a circunferéncia
passa por aquele ponto).

Quanto aos objetos temos 10 situagbes possiveis (verifique!). Nesta aula,
vamos resolver o problema para trés circunferéncias I'y, I'; e I'3, disjuntas e
externas duas a duas.

Para resolver o problema, precisamos antes de um importante resultado:



Lema: Existe uma inversdo que transforma duas circunferéncias externas
I’y e T's em duas circunferéncias concéntricas I'; e I',.

Para demonstrar este lema, inicialmente mostramos como construir uma
circunferéncia X, ortogonal a I'; e a I's e tal que os centros destas trés circun-
feréncias estejam alinhados.

Uma inversao em relagdo a uma circunferéncia I' cujo centro é um dos pontos
de interseccao da que reta que une os centros de I'y e I's com ¥ transforma a
figura anterior na seguinte:

A seguir, podemos mostrar que o inverso de I's é uma circunferéncia contida
no interior da coroa circular determinada por I'} e T'%.

Esta transformacao reduz o problema original a um outro bem mais simples:
desenhar as circunferéncias tangentes simultaneamente a '}, T, e T'.

Notemos que para este ultimo problema ha exatamente 8 solugoes, que
estdo a seguir, designadas por ,i=1,2,...,8.



Assim, as solu¢oes do nosso problema original podem ser obtidas "desinvertendo-
se"estas 8 circunferéncias. Estas 8 solugoes podem ser vistas na figura a seguir:




Exercicios

1. Utilizando régua e compasso, desenhe o inverso s’ da reta s em relacéo a
circunferéncia I", de centro O, em cada caso a seguir:

2. Em cada caso a seguir, desenhe o inverso ¥’ da circunferéncia ¥ em relacéo
a circunferéncia I', de centro O.
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3. Sejam I'; e T's duas circunferéncias tangentes externamente e uma reta s
exterior a ambas. Construa uma circunferéncia tangente a I'y, a I'; e a s.

4. Sejam I'y e I'; duas circunferéncias tangentes e P um ponto fora delas.
Construa uma circunferéncia que passa por P e é tangente a I'; e I's.



5. Dadas trés circunferéncias I'1, I's e I's, tangentes externamente entre si,
duas a duas, construir uma circunferéncia tangente as trés. Quantas solu-
¢oes tem este problema?

6. A figura a seguir mostra quatro circulos I'y, 'y, '3 e T'4, tais que cada
um ¢é tangente externamente a dois de seus vizinhos (por exemplo, os
vizinhos de T'; sdo 'y e T'y). Mostre que A, B, C e D (os quatro pontos
de tangéncia) sdo conciclicos.
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7. Sejam A, B, C' e D néo conciclicos e sem que haja trés deles colineares.
Mostre que o angulo entre os circulos circunscritos aos tridngulos ABC e
ABD é congruente ao angulo entre os circulos circunscritos aos triangulos
CDAeCDB.



