XXIII OLIMPÍADA BRASILEIRA DE MATEMÁTICA

Primeira Fase – Nível Universitário

PROBLEMA 1

Seja 
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sen x. Calcule f(2001)(0). (Denotamos por f(n)(x) a derivada de ordem n no ponto x; assim, f(2)(x) = f '' (x).)

PROBLEMA 2

Seja s(n) a soma dos algarismos de n. Assim, por exemplo, s(77) = 14 e s(2001) = 3. Diga se existe um inteiro positivo n com s(n) = 10 e s(n2) = 100. Se não existir, demonstre este fato. Se existir, dê um exemplo.
PROBLEMA 3

O centro de massa de uma lata cilíndrica de refrigerante tem a mesma posição quando a lata está vazia ou cheia. Se a massa da lata vazia é m e a massa do refrigerante dentro da lata cheia é M, determine a fração de refrigerante que deve ser deixado na lata para que seu centro de massa fique o mais baixo possível.

PROBLEMA 4

Um ratinho ocupa inicialmente a gaiola A e é treinado para mudar da gaiola atravessando um túnel sempre que soa um alarme. Cada vez que soa o alarme o ratinho escolhe qualquer um dos túneis incidentes a sua gaiola com igual probabilidade e sem ser afetado por escolhas anteriores. Qual a  probabilidade de que após o alarme soar 23 vezes o ratinho ocupe a gaiola B?
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PROBLEMA 5

Seja A uma matriz n ( n com a1, j = ai, 1 = 1 (para quaisquer i e  j, 1 ( i, j ( n) e
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 (para quaisquer i e j, 1 ( i, j < n). Assim,
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Calcule det(A).

PROBLEMA 6

Seja xn uma  seqüência de números reais definida por 
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Para quais valores de x0 a seqüência converge? Para que valor? 
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SOLUÇÃO DO PROBLEMA 1
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Em geral, se u é função de x, a derivada de 
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Logo 
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Se 
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Logo, por indução,
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SOLUÇÃO DO PROBLEMA 2

Existem muitos inteiros n com as propriedades pedidas. A menor solução é 1101111211. Algumas outras são 10111111111, 11011111111, 200220000202 e
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A única condição necessária é que, ao calcular n2 pelo algoritmo usual não deve ocorrer nenhum 'vai um'. Mais precisamente, se a expansão decimal de n é 
[image: image19.wmf]0

...

)

(

),

10

(

a

x

a

x

p

p

n

k

k

+

+

=

=

 com 
[image: image20.wmf]10

0

<

£

i

a

 então temos 
[image: image21.wmf].

10

)

(

)

1

(

=

=

n

s

p


Temos 
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precisamos apenas que cada bj seja menor do que 10.

Exemplos de soluções podem ser facilmente obtidos tomando os algarismos de n pequenos e espalhados.

SOLUÇÃO DO PROBLEMA 3

Se há fração 
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 de refrigerante na lata, a massa total de refrigerante será 
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e o centro de massa do refrigerante (sem contar a lata) tem altura 
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, onde h é a altura total da lata. Como o centro de massa da lata vazia tem altura 
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, a altura do centro de massa é 
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As raízes de 
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SOLUÇÃO DO PROBLEMA 4

Seja an a probabilidade de que após n apitos o ratinho esteja na coluna central (B ou E). Temos a0 = 0 (o ratinho não começa na coluna central). Claramente após o apito soar um número par de vezes o ratinho estará em A, C ou E e após um número ímpar de vezes em B, D ou F. Assim, queremos calcular a23.

Se, antes de soar o alarme, o ratinho está na coluna central ele tem 1/3 de probabilidade de permanecer lá (independentemente da gaiola onde o ratinho estava ser B ou E). Por outro lado, se ele não está na coluna central ele tem probabilidade 1/2 de ir para lá (novamente independentemente da gaiola onde o ratinho começou). Assim,
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A seqüência 
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SOLUÇÃO DO PROBLEMA 5

Fazendo operações em linhas (subtraindo a primeira linha da segunda, a segunda da terceira e assim por diante) temos 
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Fazendo agora operações em colunas (subtraindo a primeira coluna da segunda, a segunda da terceira e assim por diante) temos 
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Esta última matriz é a versão (n – 1) ( (n – 1) de A. De fato, sua entrada (i, j) é 
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Chamando o valor de det(A) para matrizes n ( n de an temos portanto
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SOLUÇÃO DO PROBLEMA 6

Seja 
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