Problemas de Calculo

Carlos Shine

1 Integrais, integrais, integrais

“Mas para qué? Vai dar na mesma...”

e”, festa das funcdes

1.1 O truque de Feynman para integrais definidas

Usaremos o seguinte fato, que generaliza o segundo teorema fundamental do Calculo:

Teorema 1. Seja f(t,z) uma fungdo continua tal que %{ € continua em t e x em alguma regido do
plano que inclui a(t) < x < b(t) ety <t <t1, em que a(t) e b(t) sdo fungdes continuas com derivadas

continuas em [to, t1]. Entdo, para to <t < t,

b(t)

d " / ’ 0
pn (/a(t) f(t,x) dx) = f(t,b(t) - b'(t) — f(t,a(t)) - a (t)+/a(t) 5/ (@) da.

Uma versao mais simples desse teorema é quando a e b sao constantes, que nos diz que podemos
“trocar” a ordem da derivada: sendo a e b reais,

d ([ )
dt(/a f(t,m)dx)z/a &f(t,x)dx.
/1 x2—1dx
o Inz

Solugcao. Considerando que a derivada de a¥ em relagao a y é a¥ Ina, parece interessante generalizar a
integral no expoente:

Exemplo 1. Calcule

Usando nosso teorema, temos

1 t 1
02 —1 1
I'(t) = —Ldaz:/ vtde = ——.
0 8t hll' 0 t + 1
Logo I(t) = In(1 +t) + C. Para achar a constante, fazemos ¢t = 0 para zerar o integrando e¢ obtemos
C = 0. Logo
Lt —1
dr=In(1+t
/0 nz n(1+1)
e, em particular, para t = 2, obtemos In 3. ]

Quando temos intervalos infinitos, deixamos de ter compacidade (que é uma condi¢ao necesséria para
aplicagao), e precisamos de um pouco mais de cuidado.



Exemplo 2. Calcule

Solugao. Considere

Temos

- (21(;ai t) " 2;::75)) ’ZO = ((i +t)e;;(;f1_)t)e_m) ‘ZO

_tz [ lsenx +cosw ‘00
= e o
2 +1 0

Agora, temos que trabalhar com z — co. O problema é que lim,_, . sen x e lim,,_, o, cos  nao existem.
Mas se t > 0 entdo e~ !* vai para zero e tsen z +cos z é limitado. Entao, usando o teorema do confronto,

I'(t) = para t > 0.

241

[1(t)] <

1
=-—=0.
t

Portanto, I(t) = C' — arctant para t > 0. Fazendo ¢ — 0o, vemos que, sendo |senz/z| < 1,
oo
/ e dg
0
Logo I(t) = § — arctant para ¢t > 0.

Isso sugere que I(0) = 7/2, mas a nossa conta nio prova isso. Precisamos de um pouco mais.
Provaremos agora que

foo sen x
T

0 dx converge;

(i) a diferenca [~ S0L gy — [ SRLete gy = [(] — e~t*)5M g ]y tende a zero quando t — 0.

Em ambos os casos, separamos a integral em intervalos [k, (k + 1)7), para obter uma sequéncia
f(k+1)77 senx
kn

alternante. Comecemos com (i): seja ag dx, e note que

/Ooo —de =Y an= Z(_nk/k

k>0 k>0 ™

k+D™ ) sen 2

dx.

X

Temos, entdo, uma sequéncia alternante. Basta, portanto, provar que |ai| é decrescente e tende a
zero. De fato,

(k+2)m (k+1)m (k+1)m
| = / | sen x| dr — / | sen(x + )| dr < / | sen z| dz = |ax]
(kD)7 k r+m k x

s vy

(k+1
elag] < [T Lap < = =1 50,
A parte (ii) é mais complicada. Primeiro provamos que a integral converge. Do mesmo jeito, seja

Ip(t) = k(iﬂ)ﬂ(l —e‘”)@ dz. Como 1 —e™® < 1, I},(t) < fkk—H T |Se£w‘ dr < +, ou seja, I(t) — 0

quando k — oo. Agora vejamos que I (t) é decrescente. temos J(t) = I (t) — I41(t) = 0 para t =0 e,
usando mais uma vez a derivada da integral,

s

(k+2)m (k+1)m (k+1)m
L () = / e | senz|dr = / et )| sen(x4-7)| da = e_t”/ e | senz|dr < I}(t).
(k+1)m k km



Logo J'(t) > 0 e logo J(t) > J(0) =0 < Ix(t) > I, (t), ou seja, a integral converge.
Pena que precisamos provar algo mais forte: que a integral tende a 0 quando t — 0. Se truncarmos
a série no termo N, o erro é menor ou igual ao médulo do préximo termo:
al 1
DR =) (—1)FIi(t < |Ins1(t)] < :
Do) = 3D e o] < i) <

Usando a desigualdade |1 — e~ '*| < tx, estimamos a soma parcial:

N (N+1)7w |S€Ill‘| (N+1)7w
> (DRIt < / (1—e ) —lde < / tdr =t(N + 1).
k=0 0 v 0
Logo
i sen 1
1—e ™) —=dx| <t(N +1 —
[ ) <o
Para cada € > 0, escolnemos N grande para o qual ﬁ < 5 e, depois t pequeno o suficiente para

que t(N 4 1) < §. Com isso, o resultado segue, e finalmente podemos concluir que
* senx
/ dx = I.
0 X 2

Cuidado: Sem compacidade ou continuidade, nem sempre a férmula

d( [° b9
dt(/a f(t,x)dx) 7/(1 pn (t,z)dx
é verdadeira.

Por exemplo, poderiamos (?) ter feito o exemplo anterior usando

1= [ s,

x
com

I'(t) = /000 cos(tx) dx.

Mas essa integral nao faz sentido! Precisamos de critérios.

d b b
a ( / f<t,m>dx> = [ Gfte)ds,

€ verdadeira em t = ty, no sentido em que ambos os membros existem e sao iguais
a sequir sao satisfeitas:

Teorema 2. A igualdade

L se as duas condicdes

o f(t,x) e %f(t,x) sdo continuas em t e x, com x no dominio da integracio e t estd em uma
vizinhanga de tg;

e existem cotas superiores |f(t,z)] < A(z) e |%f(t,x)| < B(z), ambas independentes de t, tais que
f: A(z)dx e ffB(sc) dx existem.

A primeira condigao néo costuma dar problemas, mas a segunda é importante (conseguiu ver por que
a ideia do sen(tx)/x dé errado?). No nosso primeiro exemplo, temos f(t,z) = ””111;1, e |f(z,t)] < 11;2"
que depende de ¢! Mas nao ha problemas, porque o teorema trata de t localmente. Podemos entao
escolher um ¢ com 0 < ¢ < ¢, e temos A(x) = 11;26. Para B(z), temos a derivada parcial igual a z* < 1,

entdo B(z) =1 (note que aqui ndo temos problemas, j& que estamos integrando de 0 a 1).
No segundo exemplo, escolhemos ¢ com t > ¢ > 0, A(x) = e e B(z) = e ",
Veja [1] para mais detalhes.

1Pode acontecer de ambos existirem e serem diferentes.



1.2 O velho truque da integral dupla

Outra técnica de integragdo pouco difundida é transformar uma integral simples em uma dupla. Ha
varias maneiras de fazer isso: elevando uma integral ao quadrado, introduzir uma variavel e generalizar
a integral. ..

Comecemos com um classico.

Exemplo 3. Calcule

o0 2
/ e * dux.
— 00

Solugdo. Sendo I a integral que queremos calcular,

I’ = / e dx - / eV’ dy = / e~ (@) gy dy.
—00 —o0 R2

Mudando para coordenadas polares, obtemos

27 [ee) 27
I? :/ e rdrdf :/ (/ re dr) df = / —16_7’2
R2 0 0 0 2

Como I >0, I = /7.
Para completar a demonstracao, falta na verdade demonstrar que a integral converge. Mas isso é

bem facil: )
/ e~ da < / e da + 2/ e “dx < oo.
—00 —1 1

Exemplo 4. Calcule (de novo)

oo
sen
/ dx.
0 €

Solugdo. A ideia é transformar essa integral simples em uma integral dupla e trocar as varidveis de
lugar, usando Fubini. E claro que é importante que a integral dupla seja convergente também. Ou seja,
procuramos f(z,y) e um intervalo I tal que

/f x,y)d SRT / /f(x,y) dy dx seja convergente.
o JrI

Uma escolha natural, considerando que [ e~ dt = —Le™* (e vendo que exponenciais sdo as melhores

coisas para convergéncia), é multiplicar por e *¥:

o0
_ 1 _ ©  senx
e senxdy = ——c¢ mysenx‘ = .
0 x 0

T

Com isso, ja trocando as varidveis, e usando uma integral que ja fizemos antes,

/ senz o / / ~% sen g da dy = / —ye~ "Ysenw —26_“/ cos x| dy
0 1 + Yy 0

= dy—arctany’
_/0 1—|—y ‘

2 Séries via integrais

Em muitos problemas, podemos encontrar somas de séries com integrais.



2.1 Introduzindo variaveis

Agora, vejamos uma demonstragao “do livro” (retirada, é claro, do livro Proofs from the Book).

Exemplo 5. Prove que
2

@)=Y ="

n>1

Solugdo. Considere f: (0,1)? — R dada por f(z,y) = 1j$y = > _,>0(@y)". Primeiro, note que a integral
de f sobre o quadrado @ = [0,1]2 é

I—/fq:ydx dy—/ / 3 ()" dxdy—/ Znﬂ y:;)(nil)z:w)‘

n>0

Agora vamos calcular essa integral de outro jeito. Faga uma rotagdo do quadrado de 45°, ou seja,

considere
U—0 U+ v

\/iey:\/i'

12
1—zy 2—u2+02

Tr =

Com isso,

Logo, considerando @ vira o quadrado definido por —u < v < u para 0 < u < \/5/2 e —vV2+u<
v < V2 — u para \/?/2 < u < /2, e que temos uma simetria no eixo u, a nossa integral é

V2/2 u V2 V2—u
1:4/ (/ d2v2>du+4/ / ),
0 0 2—u*+w vz2 \Jo 2—u*+w

v2/2 1 Uu V2 \/i—u
=4 ———— arctan ———du + 4/ ———— arctan —— du
0 V2 —u? V2 —u? V22 V2 — u? V2 —u?
2 _

3 B H i — U a — u
Agora, vamos nos livrar do arco tangente. Seja § = arctan NoETEE Entao tan g = Jae T W=

ou seja,

(2 —u?)tan?f <= u? = 12-:3;;00 = 2tan?fcos?6 = 2sen?0 <= u = v2senf, de modo que du =

V2cos0df = /2 —u2 df. Que sorte! Como u = v/2senf, u=+/2/2 <= senf =1/2 <= 0=7/6,¢

2

/6
0+/2 —u2d9_/ 0do = =

V2/2 1
t
arctan -

[ em = [ e

Para a segunda integral, seja ¢ = arctan \/‘/257" de modo que (2 — u?)tan? ¢ = 2 — 2/2u + u? =

2(1 — tan? ¢) — 2¢/2u + (1 + tan? ¢)u? = 0, cujo discriminante é 8 — 8(1 — tan* ¢) = S8tan* ¢, e u =

2
%. Adotando o sinal de menos (o de mais nio tem muita graca. .. ), obtemos u = v/2 cos 2¢.

Agora, du = —2v/2sen2¢ dp = —2v/2 — u2 dp. Sorte grande! Novamente, temos v/2 cos 20 = /2/2 <=
0=m/6e V2c0s20 = /2 <= 0 =0. Com isso,

V2 0 /6 2
1 V2 —u 1 T
———— arctan ———du = ——— (=22 —u?)d :/ 20dp = —.
/\/5/2 V2 —u? V2 =2 /6 \/2—u2¢( ) dé 0 240 = 35

Af é s6 juntar tudo:



2.2 Somas de Riemann

Como muitos deve ter pulado no curso de calculo, uma soma de Riemann é o limite que define a integral
de Riemann: partilhando o intervalo [a,b] em intervalos [z;_1,2;], ¢ = 0,...,n e escolhendo um ponto
x¥, se a funcdo f é integrdavel em [a, b] temos

n b
Jim Y r(e) o - i) = [ fa)da.
i=1 @

Muitas vezes, podemos escolher x; — x,_1 = ¢/n e &} = ci/n, e al obtemos a continha

L =~c,(ci ¢
s 3257 (5) = [ e

Com isso, vérias contas de médias de sequéncias viram somas de Riemann. Comecamos com um
cléssico.

Exemplo 6. Seja S, = iinﬂ 1. Calcule limy, 00 Sp.

Solugdo. Temos

Considerando f(x) = H%’ temos

"1, (k o 1
lim S,, = li —fl=)= dr =In(1 =1In2.
e ngr;o’; nf (n) /0 1+ z = In(1+2) 0 .

n—oo

D& para brincar com integrais duplas:

Exemplo 7. Calcule
1 i+
e DL sen S

1<i<j<n

Solugao. Sendo f(z,y) = sen(x + y), temos uma soma de Riemann no triangulo definido por = < v,
0<2<1e0<y<1(on estd ao quadrado pois é um n para cada integral). Com isso,

1 i+ j Loy ! 1
lim — Z sen2+] :/ / sen(z + y) dz dy :/ (—cos(2y) 4 cosy) dy = —§sen2+sen 1.
n o Jo 0

3 Alguns fatos aleatorios que podem ser tteis

3.1 Limite e integrais
Fato 1. Sendo f uma fun¢do derivdvel em [0, 1], prove que
1

lim 2" f(x)dr =0 e lim r/lef(x)dx:f(l).
0

=00 0 T—00



Demonstracdo. A ideia é que " fica muito pequeno, exceto quando x fica perto de 1, entao dividimos
o intervalo [0,1] em [0,1 — €] e [1 — ¢, 1]. Temos

1 1—e€ 1
/0 zrf(z)dx:/o xrf(x)d:c+/17€:c”f(x)dz.

A primeira integral é facil de limitar:

/1_6 " f(x)dx
0

A segunda integral nao é muito pior:

/116 2" f (@) dz

1—e¢ —
< max |f(x)|/0 " dr = max |[f(z)——"F—

0<z<l—e¢ 0<z<l—e

0<z<e

/6(1 —xz)" f(l —z)dx
0

1—(1—ert?
= gmax |f(1 = @)l ——

< max |f( lfa:\/ (1—x)"

O outro limite é mais interessante: integrando por partes, temos

(r+1) /01 2" f(x)dr = ac“'lf(m)‘:) - /01 " (2)de = f(1) - /01 o™ () da.

Af é 86 fazer r — oo e usar o primeiro limite com f’ no lugar de f. O r 4+ 1 pode ser facilmente
ajeitado tirando fol 2" f(z) dz, que também tende a zero. O

3.2 Séries e analise complexa

Fato 2. Seja f(z) uma fung¢do meromorfa com wma quantidade finita de pdlos ndo inteiros simples
21y-..,2n. Entdo, observando que os pdlos de cot(mwz) sdo os inteiros, e sendo |f(2z)] < M/|z|* para
algum a > 1,

Z f(k) Z Res[mf(z) cot(nz), z = zj].

kEZ

Demonstracao. O resultado segue quase que imediatamente do teorema dos residuos de Cauchy. De
fato, usando um retangulo v a ser escolhido,

% 7w f(2) cot(mz) = 2mi Z Res[r f(z) cot(mz), k] + 2mi Z Res[r f(z) cot(nz), z = 2]

kEZ

Calculemos os residuos primeiros. Sendo sen(x + k7) = (—1)*senz e cos(kr) = (—1)F,

Res[r f(z) cot(mz), k] = ;grllc(z — k) f(2) cot(mz) = lim =k

z—k (_1)k Sen(T((Z _ k’)) Wf(Z) COS(ﬂ'z)

Agora, tomamos N grande e consideramos v como o quadrado definido por & = £(N + 1/2) e
= £(N + 1/2). Vamos trabalhar na integral dividindo a regifo em partes.

e z=N+1/2+yi, |yl <1/2:

|cot(mz)| =

1 T T
—_— ) = _— ) = < .
cot (77 (N + 5 + zy>)‘ ‘cot (2 + my)‘ | tanh(7y)| < tanh 5



o z=—(N+1/2)+yi, |y| <1/2: analogamente, |cot(mz)| < tanh(w/2).
o y>1/2:

eZTl'Z + e—’LTFZ

6271'2 . 6717‘-2

|ei7rz‘ + |e—i7rz| - e~ Y +eﬂy - 1+€—27ry 1+e ™

‘COt(ﬂ-Z” = - ||eiﬂ'z‘ _ |67i7rz|| - eTY — e~ TY - 1l—e 21y — ] —e 7

1+e ™
l—e— 7"

e y < —1/2: analogamente, |cot(mz)| <

Entao |cot(nz)| é limitado por uma constante C' e temos

1
<C-(BN+4)55 =0

éﬂf(z) cot(mz)

quando N — oo. Com isso, a integral tende a zero e temos

0= Z f(k) + 2mi ZRes[ﬂf(z) cot(mz), z = z;],

kEZ

e o resultado segue. O
Note que a demonstragao acima pode ser adaptada para pdélos miltiplos e para quando alguns dos
pdlos sao inteiros.

Exemplo 8. Seja x real. Calcule
1
>
= k*+x

Solucao. Basta calcular os residuos em z = +ix:

. . meot(mz)  wcot(imx) ) .
1 - = 1 =
zlanzlx(z i) 22 4+ 2 A © zaHPz:c(Z +iz) 22 + 2 —2ix

meot(mz)  mcot(—imx)

Assim,

1 meot(imx)  mweot(—imx) w
=— — = —coth .
;Z k2 + 22 2ix —2ix z (mz)

Note que podemos calcular também

1 T 1
k>1

Fica a cargo do leitor provar:

Fato 3. Seja f(z) uma fun¢ao meromorfa com uma quantidade finita de pdlos nao inteiros simples
21, ..., 2n. Entdo, observando que os pdlos de cosec(mz) sdo os inteiros, e sendo |f(z)| < M/|z|* para
algum a > 1,

Z(fl)kf(k) =— ZRGS[’/’I’f(Z) cosec(mz), z = z;].
j=1

kEZ



~ . _ 2
3.3 Sequéncias a,+; = a; — 2

Fato 4. Se a, 1 = a2 — 2 entdo a, = a? +a=?" para algum o« € C. Para ag real, se lag] > 2, a € R;
se lag] <2, a ¢ R e podemos escrever a, = 2 cos(2"0).

Demonstragdo. Escolha a tal que ag = a + 1/a. Entdo a; = a2 —2 = o + 1/a?, e o resultado sai por
indugao.

Note que ag = a + 1/a <= a? —apa + 1 = 0, cujo discriminante é A = a3 — 4. Se |ag| > 2, é
imediato que a € R. Se |ag| < 2, a equacao admite duas rafzes conjugadas « e @ cujo produto é 1, ou
seja, ag = a+1/a = a+a = 2R(a) = 2cosf. Substituindo em a,, temos a,, = 2R(a>") = 2cos(2"0). O

2

Exemplo 9. (IMC 2010) Defina 21 = v/5 e 7,41 = 22 — 2. Calcule
. xl_ . x2 . xg DR xn
lim ———————=,

n—oo l'n_;'_l

Solucao. Seja a tal que

1 V5 +1
rn=a+— << a= =
o} 2

Entéo x, = ¢*" + ¢~ 2". O produto do numerador é

0.

(¢+¢—1)<¢2 _~_¢—2).“(¢2“ +¢—2") — (¢_¢_1)(¢+¢_1)(¢2 +¢_2)"'(¢2 +¢_2 )

¢— ¢t
_ (=)@ 077 (¢ + )
¢— ¢t
¢2"+1 o ¢72"+1
R

Mas g —p L =14+¢1 — ¢! =1, logo o limite é

n+1 _on+1
lim u -1
n=oo g2 4 =27 -

Note que é possivel generalizar para z; > 2: a resposta é

4 Problemas
1. Prove o fato 3 e calcule
>
2 2"
= 2+ k

2. (Putnam 2014) Prove que todo coeficiente ndo nulo da série de Taylor de (1 — x + 22?)e® em torno
de £ = 0 é um racional cujo numerador (apés simplificado) é 1 ou primo.

3. (Putnam 2014) Seja ag = 5/2 e a, = a7 _, — 2 para k > 1. Calcule

(-3)

k=0



10.

11.

12.

13.

14.

(Putnam 2014) Seja P,(z) = 1 + 2z + 32% + - -+ + nz"~!. Prove que os polinémios P;(z) e Py(x)
sdo primos entre si para todos j, k inteiros positivos com j # k.

(Putnam 2014) Suponha que f é uma funcdo de dominio [1, 3] tal que —1 < f(x) < 1 para todo x
e fl x)dr = 0. Qual é o maior valor possivel de f f(x) dz?

(Putnam 2014)2 Prove que, para cada inteiro positivo n, todas as raizes do polinomio

n

Z ok(n—Fk) .k

k=0
sao reais.

(Putnam 2011) Encontre um real ¢ e um real positivo L para os quais

. rT/2 .
e [, /2 47 senz dx
lim /2 =
roee [ ar cosx d

of o 0f

. (Putnam 2009) Seja f: [0,1]> — R uma funcio continua tal que 35 © 5y existem e sao continuas
Y

m (0,1)2. Sejama:fo Oydy,b—f0 1ydy,c-f0 f(z,0)dx e d = fo f(x,1)dx.
Verdadeiro ou falso: existe necessariamente um ponto (g, yo) em (0,1)? tal que gi (zo,90) =b—a

€ %(xoﬁuo) =d-c
(Putnam 2008) Seja Fy(z) =Inz. Paran >0 e z > 0, defina F,,1(z) = for F,(¢t)dt. Calcule

n! F,(1)

n—oo Inmn

(Putnam 2008) Encontre todas as fungoes f: R — R com derivada continua tais que, para todo
racional ¢, f(q) é racional e tem o mesmo denominador que g.

(Putnam 2007) Suponha que f: [0,1] — R tem derivada continua e fo x)dr = 0. Prove que,
para todo a € (0, 1),

1 /

< g gax |1 (@)].

(Putnam 2006) Para cada fungdo continua f: [0,1] — R, seja I(f) = fol 22 f(z)dx e J(f) =
fol x(f(x))?*dx. Calcule o méaximo de I(f) — J(f).

1
1 1
/ ble+1) 4.
0 x4 + 1
(Putnam 2005) Seja S, o conjunto das permutagdes de 1,2,...,n. Para m € S,, seja o(7) = 1

se m é uma permutagao par e o(m) = —1 se 7 é uma permutacdo fmpar. Finalmente, seja v(7) o
numero de pontos fixos de . Prove que

o(m) e
ﬂ;ﬂl—i—y(ﬂ')i( 1) +1n+1'

(Putnam 2005) Calcule

2Parece que a Putnam foi a “olimpiada norte-americana de Célculo” em 2014. ..

10



15. (OBM 2011) A fungao f: [0,400)?R é continua em [0, +00), derivdvel em (0, 400) e satisfaz

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

f(z+1) = cos(f(x))

para todo z € [0,+00). Sabemos que f(0) = 0 e f'(2) = 1. Mostre que existe um tinico nimero
real d tal que o limite abaixo exista e pertenga a (0, 400):

1)

a= lim
l‘d

z—04

Determine os valores de d e de a.

(OBM 2010) Calcule

/4 T
— dx.
0 senx + cosx

(OBM 2009) Seja f: [ 1] — [0, 1] crescente, derivdvel e inversivel.

Se fo x)dr = fo x) dz, prove que existem dois reais diferentes a e b, 0 < a < b < 1, tais que
f(a) = f (b) =1

(OBM 2009) Considere a sequéncia ag, a1, as, ... definida por ag =0, a; = 7/3 e, paran > 1,

T(AoGn + A18n—1 + A2Gn—_2 - -+ + Anao

fnt1 = 3(n+1)

Calcule

(OBM 2008) Seja P = Y o< p<,, sen™ (). Calcule

Pn Py,
lim "

n—00 n

(OBM 2008) Prove que

oo 1 o0
Z )\—I—n2 52)\—&—712’ VA2 0.

(OBM 2005) Sejam f e g fungdes continuas distintas de [0, 1] em (0, +00) tais que fol flx)dz =
1

fo g(z) dx

Para n > 0, seja yn = [ ({(?i)))zl dz.

Prove que (yn)n>0 é uma sequéncia crescente e divergente.

(OBM 2004) Calcule
1

(3k +1)(3k +2)(3k + 3)°

M8

=~
Il

0

(OBM 2003) Defina a; = 3, a, 11 = a2 — 2.

Inlnay, —1j 9 e calcule lim, o0 (Inlna, — nln2).

Prove que lim,,

(OBM 2001) Para todo real u, seja I(u) = [, In(1 — 2ucosz + u?) da.
(a) Prove que I(u) = I(—u) = 1I(u?).
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25.

26.

27.

28.

(b) Calcule I(u) para todo u € R.

(OBM 2001) O centro de massa de uma lata cilindrica de refrigerante tem a mesma posicao quando
a lata estd vazia ou cheia. Se a massa da lata vazia é m e a massa do refrigerante dentro da lata
cheia é M, determine a fracao de refrigerante que deve ser deixado na lata para que seu centro de
massa fique o mais baixo possivel.

(IMC 2014) Seja f(z) = 22 para z > 0, e n um inteiro positivo. Prove que |f™ (z)| < em

==

1
n+1?
que £ denota a n-ésima derivada de f.

(IMC 2005) Seja f: R — [0,00) uma fungdo continuamente derivavel. Prove que

< gua 70| | ) d)

(Ibero 2000) Seja a1 =1, ap, =1+ ?11 + -+ —— paran > 1. Encontrar

an—1

1 1
31’ .T72 X ) axr
/Of()d f(O)/Of()d

lim (a, —V2n).

n—oo
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