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1. DEFINICAO

E uma seqiiéncia na qual cada termo é definido em func¢do de seu(s) antecessor(es). Por sua vez, uma
seqiiéncia (a,) de nimeros reais deve ser entendida como uma n-upla (a;, a,, a;, ay as ...) que a cada nimero
natural & associa o termo a;. Também podemos ver uma seqiiéncia (a,) como uma fun¢do f :N — R que a

cada numero natural k£ faz corresponder o termo a; = f(k).

EXEMPLO 1.

A seqiiéncia dos numeros naturais impares, (1,3,5,7,9,...) € uma seqiiéncia de recorréncia. Denotando por a; 0
k-ésimo termo da seqiiéncia, note que a;+; = a;+ 2, coma;= 1.
Diz-se que essa ¢ uma forma implicita de determinar a seqiiéncia dos numeros impares. Uma forma explicita é
uma que ndo relaciona os termos entre si. Por exemplo, a;,=2k— 1.
EXEMPLO 2.

Qualquer progressao geométrica (x,) de razdo ¢ e primeiro termo a pode ser definida por x,.; = ¢.x, , x; = a.
EXEMPLO 3.
A seqiiéncia de (F,), denominada de Fibonacci, cujos termos sdo (1,1,2,3,5,8,...) onde cada termo ¢ a soma dos
dois imediatamente anteriores, ¢ definida por F,.,=F,.; + F,. Fi=F=1.

Uma equacdo de recorréncia, por si s0, ndo admite uma Unica seqiiéncia como solugdo. Por exemplo, a

seqiiéncia (2,4,6,8,...) também satisfaz a recorréncia X, ,, = X, +2 do exemplo 1, embora seja diferente da

seqiiéncia (1,3,5,7,...). E por isso que foi necessario determinar algum elemento da seqiiéncia (por exemplo,
x,;=1) no exemplo.

2. MOTIVACAO

Uma das aplicagdes mais interessantes da teoria de seqiiéncias de recorréncia € na solu¢do de problemas de
contagem. Varios problemas que sdo comumente encarados como de “analise combinatéria” podem ser
resolvidos mais facilmente com a ajuda de recorréncias.

PROBLEMA 1.
Quantas sdo as seqii€ncias de 4 termos pertencentes a {0,1,2}, que ndo possuem dois zeros consecutivos?

Vocé consegue generalizar o problema para seqii€ncias de n termos pertencentes a {0,1,2} ?

PROBLEMA 2.

Ao subir a escada de seu prédio, José as vezes sobre dois degraus de uma vez e as vezes sobe um de cada
vez. Sabendo que a escada tem 8 degraus, de quantas maneiras diferentes José pode subir a escada? Vocé
consegue generalizar para o caso de uma escada com n degraus?

PROBLEMA 3.
Qual o niimero méaximo de regides em que 10 retas podem dividir um plano? Generalize para n retas.

3. RECORRENCIA DE 1 ORDEM
X, =ax,+b
Vamos primeiro resolver o caso a = 1 (denominado PROGRESSAO ARITMETICA)!

Agora vamos adaptar essa idéia para o caso geral!!
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PROBLEMA 4: Resolver a recorréncia Xp,y = 2X, +9; X, =4 .

PROBLEMA 5: Quantas sao as seqiiéncias de »n termos, todos pertencentes a {0,1,2} , que possuem um nimero
impar de termos iguais a zero.

4. RECORRENCIAS DE 2* ORDEM

4.1 CONCEITO
E uma recorréncia linear homogénea que expressa x,., em fungdo de seus antecessores X,,+; € X,... Aqui
estudar-se-a recorréncias desse tipo com coeficientes constantes (p. ex., X,,, = aX,,; +bX;).

Exemplos: X, +2X,,; +2X, =0
Xp =Xp1 +Xp2

4.2 SOLUCAO DA EQUACAO X,,, + PX,,; +0X, =0
A solucdo ¢ obviamente Unica. Para resolve-la, associa-se a recorréncia a equagdo re+ pr+q=0,

denominada equag@o caracteristica.
Deve-se considerar dois casos em separado quanto as raizes dessa equagao:

1°Caso: 1, #1,:
Nesse caso, todas as solugdes possiveis sdo da forma x, =k,r" +k,r,' Vn, onde k; e k; sdo constantes

que vao depender dos valores iniciais da seqii€ncia.
Demo:

2°Caso:r;=1,=r:
Nesse caso, a solugdo geral é X, =k, r" +k,nr".
Demo:
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EXERCICIOS

1. Quantas sdo as seqiiéncias de n termos, todos pertencentes a {0,1}, que possuem um nuamero impar de
termos iguais a 0?

2. Determine o nimero méaximo de regides em que # retas podem dividir um plano.

3. A torcida do Fluminense tem hoje p, membros. A taxa anual de natalidade ¢ 7, a de mortalidade ¢ j e, além
disso, todo ano um numero fixo de R torcedores desiste de ser Fluminense. Se i > j, determine o nimero de
torcedores daqui a n anos. A torcida esta condenada a extingao?

4. Resolva as recorréncias abaixo :
(@) X, —3X, =4 X%, =1
(b) X +X,=4n, X, =2

5. Um circulo foi dividido em # (n > 1) setores. De quantos modos podemos colori-los, cada setor como uma
s0 cor, se dispomos de k& (k> 2) cores diferentes e setores adjacentes ndo devem ter a mesma cor?

6. Determine o nimero maximo de regides em que # circulos podem dividir o plano.

7. Durante a guerra de judeus e romanos, Josephus estava entre 11 rebeldes judeus encurralados em uma
caverna pelos romanos. Preferindo o suicidio a captura, os rebeldes decidiram formar um circulo e, contando ao
longo deste, suicida-se uma pessoa sim, uma ndo, até ndo sobrar ninguém. Determine qual posicdo Josephus
deveria escolher para sair ileso desse circulo maligno.

8. Resolva a recorréncias abaixo:
Xnio +9%X,, +6X, =0, x,=1,x,=2.

9. Quantas sdo as seqiiéncias de n termos, todos pertencentes a {0,1,2}, que ndo possuem dois termos
consecutivos iguais a zero.

10. Determine o nimero de maneiras diferentes de se cobrir um tabuleiro 2x2 com dominds 2x1 iguais.

2.5 2\5-1

11*. Prove que 295+1 (1-5)" + 22—=(1++/5)" ¢é inteiro para todo natural 7.

2.5 2.5

12*. Prove que a parte inteira de (1+ \/§) 2l & sempre par.

13. Caminhando pelos segmentos unitarios da figura abaixo, determine quantas sdo as maneiras de ir de A até B
sem passar duas vezes pelo mesmo ponto.

JAVAVAVAVAN

14. (Banco IMO 87) Quantas sdo as seqiiéncias de comprimento n que podem ser formadas com os nimeros
{0,1,2,3,4} com digitos vizinhos diferindo de 1 (em mddulo)?

15. Quatro cidades A, B, C, D sdo conectadas por estradas conforme a figura

A
abaixo. Quantos percursos diferentes comegcam e terminam na cidade A, e possuem: A
a) Exatamente 50 km? 10 km / '\{ k™,
rd . i
b) 10.n km? Bglkmypc  figyy
10 km / Hlkm’,"'
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