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1 O numero 7 é irracional

Veremos uma prova de Ivan Niven[3] para este famoso resultado. Comegamos
com o seguinte

Lema. Sejam n um inteiro positivo e g(x) um polindémio de coeficientes in-
teiros. Entdo, x™g(z) e todas as suas derivadas, quando calculados em z = 0,
sao inteiros mailtiplos de n!.

Prova. Basta estudar o caso em que g(z) é um monomio, g(z) = agz®, pois
a derivada da soma é a soma das derivadas. Definindo h(z) = g(z)z™, temos
que provar que h(0),/'(0), h(?)(0),... sdo multiplos de n!. Mas é ficil ver que
estes nimeros sdo todos nulos, com excecdo de A"t5) (0) = ay(n + k)!, que &,
evidentemente, um multiplo de n!. O

Agora, suponha que 7 = a/b, com a,b € N. Fixamos n € N e definimos

2™(a—bx)" bz (m—x)"

n! n!

flz) =

Pelo lema, f(z) e todas as suas derivadas s@o nimeros inteiros em = = 0.

Vemos que f(m —z) = f(z), e, se derivarmos vérias vezes, teremos que
(=1)7 fU) (7 —z) = f@)(x). Fazendo z = 0, concluimos que f)(7) é um inteiro
para todo j € N.

Mostraremos a seguir que [, f(z)senz dx é um inteiro, e obteremos uma
contradicao mostrando que é também um nimero estritamente entre 0 e 1.
Para nos ajudar no calculo da integral, definiremos uma funcdo auxiliar F' pela
equacio F(z) = Y p_,(=1)* f2¥)(z). Vemos que F(z) + F®(z) = f(z), logo

dix (F'(z)senz — F(z)cosz) = (F(z) + F® (x))senx = f(z)senz.

Com isto, podemos calcular a integral de f(z)senz:

/ﬂ F(@)sen dx = [F'(z) senz — F(z) cosa]f = F(x) + F(0).
0



Observamos que F(0) e F(m) sdo inteiros, pois sdo uma soma de inteiros, pela
defini¢do de F. Logo, foﬂ f(z)senz dx é um ndmero inteiro, como haviamos
dito.

Lembramos que f(z) = z™(a — bx)"/n!. Entdo, no intervalo (0, ), temos
0 < f(z) < m#™a™/nl, logo 0 < f(z)senz < 7"a™/n!. Como o tamanho do
intervalo de integracdo é 7, 0 < [ f(z)senz < m(n"a"/n!). Observe que isto
vale para todo n € N.

Como limy,_,o m(7™a™/n!) = 0, existe um ny € N tal que, para n > nyg,
0 < fo7r f(z)senxz < 1, o que é um absurdo, pois vimos que a integral é um
numero inteiro. Logo, 7 é irracional.

2 O postulado de Bertrand

Joseph Bertrand conjecturou que
Para cada n > 1, existe ao menos um primo p tal que n < p < 2n. (1)

Bertrand ndo conseguiu provar a sua conjectura, mas verificou sua validade para
todo n < 3.000.000. Em 1850, Chebyshev deu a primeira demonstragdo com-
pleta de (1). Em 1932, Paul Erdés deu uma prova elementar para o Postulado
de Bertrand, que reproduziremos a seguir, baseados no segundo capitulo da
referéncia [1].

Lema 1. Para n < 4000, (1) é verdadeira.

Prova. Basta considerar a sequéncia de primos 2,3,5,7,13,23,43,83,163, 317,
631, 1259, 2503, 4001. Note que cada primo desta sequéncia é menor que o dobro
do anterior. O

Lema 2. Para todo x > 2 real,

[Ip<a. (2)

p<w

Prova. A afirmacdo estd correta para ¢ = 2. Para x > 2, veja que, se provarmos
(2) para os casos em que x é um primo {mpar, entdo teremos provado (2) para
todo z > 2. Entao, seja x = 2m + 1 um primo impar. Faremos inducao sobre
m. Temos

I »={ I » I »l- (3)
p<2m+1 p<m+1 m+1<p<2m+1

Por hipétese de inducdo, temos [] 1 p < 4™, Por outro lado,

p<m+
2 1
11 p§<m+>s4m. (4)
m+1<p<2m+1 m

A primeira desigualdade em (4) segue da seguinte observagio: se p é primo e
m+1 < p < 2m+1, p aparece no numerador de (*”*') = (2m+1)!/(m!(m+1)!),

m



mas nao no denominador. Logo p divide (277:'1), e ([Ins1<p<omsr p) divide

(2m+1) .
nf’ara a segunda desigualdade em (4), basta observar que

2m—+1
4m:1 Z <2m+1> 21<<2m+1>+<2m+1>> :<2m+1>‘
2 P k 2 m m+1 m

Isto completa a inducdo, pois, por (3),

I r={ I] » II »]<amam=am

p<2m+1 p<m+1 m+1<p<2m+1
O

Lema 3 (Teorema de Legendre). Seja p™ a maior poténcia de p que divide
nl. Entaom =), L)%J .

Prova. Existem exatamente {%J inteiros de 1 a n que sdo multiplos de p, L}%J

que sdo miltiplos de p?, e, em geral, existem L)%J inteiros de 1 a n que sdo

muiiltiplos de p*. Fica como exercicio completar a demonstracio. (é bem facil)
O

Lema 4. A maior poténcia de p que divide (2:) € mo mdximo 2n. (ou seja,
se p™ | (2:), entdo p™ < 2n). Além disso, se p € primo e %n <p<mn,pnio
divide (277)

Prova. Aplicando o lema anterior, se p"™ é a maior poténcia de p que divide

e = &
=2 (52 g

n) = 2 entao
Como cada parcela da soma acima é um inteiro e

2n n 2n n
{ﬁf”bﬂ<ﬁ‘%ﬁ‘ﬁzl

temos que cada parcela em (5) é no maximo 1.
Por outro lado, todas as parcelas em (5) sdo nulas se p* > 2n. Logo,

2
m = Z <{—ZJ—2{%J>§ Z 1 = max{k : p* < 2n}.
k>1 p p k>1
pF<on pP<2n

Isto prova que, se p™ | (2:), entao p™ < 2n.



Por iltimo, temos que mostrar que, se p é primo e %n < p < n, entdo p nao

divide (**). Como 3p > 2n, teremos que os “p”do numerador de Ei?)); virdo dos

fatores p e 2p. Por outro lado, o denominador também tem dois fatores “p”,
logo (2:) nao é miltiplo de p. O

.. . . 2
Corolario. Primos p > v/2n aparecem no mdximo uma vez em (7:‘)

<2n> 4n
> —.
n/) ~ 2n
Prova. Fixe um inteiro n > 3. Considere os 2n nimeros
9 2n 2n 2n 2n
\1)°\2/)°\3)"7" 7" \2n—-1/"
2n

Veja que ( n) é o maior elemento desta sequéncia, logo, é maior ou igual & média
aritmética destes nimeros, 4" /2n. (]

Lema 5. Para n > 3, temos

Agora, vamos terminar a demonstracdo. Com o lema 5, conseguimos um
limitante inferior para (*"), e com o lema 4 e seu coroldrio, obteremos um

limitante superior. Considere a fatoracdo prima de (277): (277) = [[, pi*. Pelo

lema 4, p;* < 2n para todo i. Além disto, pelo coroldrio do lema 4, se p; > v/2n,
entdo e; < 1. Com isso, temos

;L_ZSG:)S IL2) II »){ II ») (6)

p<v2n V2n<p<in n<p<2n

E claro que Hp<\/% 2n < (2n)m, e, pelo lema, 2,
I[I »r<4im
V2n<p<in

Se o postulado de Bertrand for falso para algum n, teremos Hn<p<2np =1,e
(6) implica que %~ < (2n) V21437 ou seja, que 47/3 < (2n)1HV21 Isto equivale
a 227 < (2n)30+V21) | Veremos que isto implica que n < 4000. De fato,

o = (V2n)° < (| 2] +1)% < 26LV2n] < 96V2n,
Se n > 50 (e portanto 18 < 2v/2n),

921 < (2n)3(1+\/ﬁ) < 9 V2n(18+18v2n) < 920 V2nv2n _ 220(2n)2/3,

logo 2n < 20(2n)%/3, (2n)'/® < 20 e n < 4000, encerrando a demonstracio, pelo
lema 1.



3 Comentarios

H4 resultados mais fortes do que a irracionalidade de 7. Na referéncia [1],
demonstra-se, de modo bem parecido com o que fizemos, que 72 é irracional.
Na verdade, sabe-se que m é um ndmero transcendente, isto é, ndo € raiz de
nenhum polindémio de coeficientes racionais. Observe que isto implica que 7 é
irracional, e, mais do que isto, que 7" é irracional, para todo r racional.

O postulado de Bertrand também pode ser melhorado. Seja 7(n) o nimero
de primos menores ou iguais a n. O Teorema dos Numeros Primos (TNP) diz
que

m(n)logn 1

lim
n—00 n
Usando o TNP, néo é dificil mostrar (veja o problema 5, abaixo) que para todo
€ > 0, existe um ng > 0 tal que, se n > ng, entao existe um primo entre n e
(14 e)n.

E dificil demonstrar o TNP. As primeiras demonstracoes completas apare-
ceram no fim do século XIX e usavam varidveis complexas. Uma demonstragdo
analitica detalhada pode ser achada em [2]. O préprio Paul Erdds, em 1949,
foi o primeiro a demonstrar o TNP de modo elementar (sem usar varidveis

complexas), mas a demonstracio é bastante complicada.

4 Problemas
1. Prove que e = ), ., 1/k! é irracional.

2. Definimos y,, como o decimal que se obtém escrevendo

0, (digitos de 1™)(digitos de 2™)(digitos de 3")...

Por exemplo, y; = 0,1234...) y, = 0,1491625..., y3 = 0,182764.. ..
Mostre que todos os y, sao irracionais.

3. Mostre que para todo n > 1, pode-se separar os inteiros de 1 a 2n em n
pares, de modo que a soma dos ntimeros de cada par é um primo.

4. O postulado de Bertrand mostra que 7(2n) — m(n) > 1. Usando a prova
de Erdds, melhore isto provando que existe uma constante £ > 0 tal que

n
— >
©(2n) —w(n) > klogn’

para todo n suficientemente grande. Aqui, nao vale usar o TNP!

5. Usando o TNP, prove que para todo ¢ > 0, existe um ng > 0 tal que, se
n > ng, entdo existe um primo entre n e (1 + €)n.



6. Determine todos os inteiros positivos n com a seguinte propriedade: se
1 <k <nemdc(k,n) =1 entdo k é primo.

Para terminar, um problema em que a resposta envolve a fungdo 7(x).
(ndo tem muito a ver com o resto do artigo, mas o problema é interessante)

7. Suponha que ay,...,a sdo inteiros do intervalo [1,n]. Suponha também
que os produtos da forma a;a; sdo todos distintos, para todos ¢,j com
i < j. Seja E(n) = maxk, onde o maximo é tomado sobre todas essas

sequéncias. Mostre que
E(n)

1 — =

n—oo 7(n)

Mais ainda, tente dar boas estimativas para E(n) — w(n). (Agradeco ao
professor Yoshiharu Kohayakawa por sugerir este problema)
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