
Dois problemas em Teoria dos N�umeros: airraionalidade de � e o postulado de BertrandBruno Fernandes Cerqueira LeiteSemana Ol��mpia | Janeiro 20021 O n�umero � �e irraionalVeremos uma prova de Ivan Niven[3℄ para este famoso resultado. Come�amosom o seguinteLema. Sejam n um inteiro positivo e g(x) um polinômio de oe�ientes in-teiros. Ent~ao, xng(x) e todas as suas derivadas, quando alulados em x = 0,s~ao inteiros m�ultiplos de n!.Prova. Basta estudar o aso em que g(x) �e um monômio, g(x) = akxk, poisa derivada da soma �e a soma das derivadas. De�nindo h(x) = g(x)xn, temosque provar que h(0); h0(0); h(2)(0); : : : s~ao m�ultiplos de n!. Mas �e f�ail ver queestes n�umeros s~ao todos nulos, om exe�~ao de h(n+k)(0) = ak(n + k)!, que �e,evidentemente, um m�ultiplo de n!.Agora, suponha que � = a=b, om a; b 2 N. Fixamos n 2 N e de�nimosf(x) = xn(a� bx)nn! = bnxn(� � x)nn! :Pelo lema, f(x) e todas as suas derivadas s~ao n�umeros inteiros em x = 0.Vemos que f(� � x) = f(x), e, se derivarmos v�arias vezes, teremos que(�1)jf (j)(��x) = f (j)(x). Fazendo x = 0, onlu��mos que f (j)(�) �e um inteiropara todo j 2 N.Mostraremos a seguir que R �0 f(x) senx dx �e um inteiro, e obteremos umaontradi�~ao mostrando que �e tamb�em um n�umero estritamente entre 0 e 1.Para nos ajudar no �alulo da integral, de�niremos uma fun�~ao auxiliar F pelaequa�~ao F (x) =Pnk=0(�1)kf (2k)(x). Vemos que F (x) + F (2)(x) = f(x), logoddx (F 0(x) senx� F (x) osx) = (F (x) + F (2)(x)) sen x = f(x) senx:Com isto, podemos alular a integral de f(x) senx:Z �0 f(x) senx dx = [F 0(x) sen x� F (x) osx℄�0 = F (�) + F (0):1



Observamos que F (0) e F (�) s~ao inteiros, pois s~ao uma soma de inteiros, pelade�ni�~ao de F . Logo, R �0 f(x) senx dx �e um n�umero inteiro, omo hav��amosdito.Lembramos que f(x) = xn(a � bx)n=n!. Ent~ao, no intervalo (0; �), temos0 < f(x) < �nan=n!, logo 0 < f(x) senx < �nan=n!. Como o tamanho dointervalo de integra�~ao �e �, 0 < R �0 f(x) senx < �(�nan=n!). Observe que istovale para todo n 2 N.Como limn!1 �(�nan=n!) = 0, existe um n0 2 N tal que, para n > n0,0 < R �0 f(x) senx < 1; o que �e um absurdo, pois vimos que a integral �e umn�umero inteiro. Logo, � �e irraional.2 O postulado de BertrandJoseph Bertrand onjeturou quePara ada n � 1, existe ao menos um primo p tal que n < p � 2n. (1)Bertrand n~ao onseguiu provar a sua onjetura, mas veri�ou sua validade paratodo n < 3:000:000. Em 1850, Chebyshev deu a primeira demonstra�~ao om-pleta de (1). Em 1932, Paul Erd}os deu uma prova elementar para o Postuladode Bertrand, que reproduziremos a seguir, baseados no segundo ap��tulo dareferênia [1℄.Lema 1. Para n < 4000, (1) �e verdadeira.Prova. Basta onsiderar a sequênia de primos 2; 3; 5; 7; 13; 23; 43; 83; 163; 317;631; 1259; 2503; 4001. Note que ada primo desta sequênia �e menor que o dobrodo anterior.Lema 2. Para todo x � 2 real, Yp�x p � 4x�1: (2)Prova. A a�rma�~ao est�a orreta para x = 2. Para x > 2, veja que, se provarmos(2) para os asos em que x �e um primo ��mpar, ent~ao teremos provado (2) paratodo x � 2. Ent~ao, seja x = 2m+ 1 um primo ��mpar. Faremos indu�~ao sobrem. Temos Yp�2m+1 p = 0� Yp�m+1 p1A0� Ym+1<p�2m+1 p1A : (3)Por hip�otese de indu�~ao, temos Qp�m+1 p � 4m. Por outro lado,Ym+1<p�2m+1 p � �2m+ 1m � � 4m: (4)A primeira desigualdade em (4) segue da seguinte observa�~ao: se p �e primo em+1 < p � 2m+1, p aparee no numerador de �2m+1m � = (2m+1)!=(m!(m+1)!),2



mas n~ao no denominador. Logo p divide �2m+1m �, e (Qm+1<p�2m+1 p) divide�2m+1m �.Para a segunda desigualdade em (4), basta observar que4m = 12 2m+1Xk=0 �2m+ 1k � � 12 ��2m+ 1m �+�2m+ 1m+ 1 �� = �2m+ 1m �:Isto ompleta a indu�~ao, pois, por (3),Yp�2m+1 p = 0� Yp�m+1 p1A0� Ym+1<p�2m+1 p1A � 4m4m = 42m:Lema 3 (Teorema de Legendre). Seja pm a maior potênia de p que dividen!. Ent~ao m =Pk�1 j npk k :Prova. Existem exatamente jnp k inteiros de 1 a n que s~ao m�ultiplos de p, j np2 kque s~ao m�ultiplos de p2, e, em geral, existem j npk k inteiros de 1 a n que s~aom�ultiplos de pk. Fia omo exer��io ompletar a demonstra�~ao. (�e bem f�ail)Lema 4. A maior potênia de p que divide �2nn � �e no m�aximo 2n. (ou seja,se pm j �2nn �, ent~ao pm � 2n). Al�em disso, se p �e primo e 23n < p � n, p n~aodivide �2nn �.Prova. Apliando o lema anterior, se pm �e a maior potênia de p que divide�2nn � = (2n)!(n!)2 , ent~ao m =Xk�1��2npk �� 2� npk �� : (5)Como ada parela da soma aima �e um inteiro e�2npk �� 2� npk � < 2npk � 2� npk � 1� = 2;temos que ada parela em (5) �e no m�aximo 1.Por outro lado, todas as parelas em (5) s~ao nulas se pk > 2n. Logo,m = Xk�1pk�2n��2npk �� 2� npk �� � Xk�1pk�2n 1 = maxfk : pk � 2ng:Isto prova que, se pm j �2nn �, ent~ao pm � 2n.3



Por �ultimo, temos que mostrar que, se p �e primo e 23n < p � n, ent~ao p n~aodivide �2nn �. Como 3p > 2n, teremos que os \p"do numerador de (2n)!(n!)2 vir~ao dosfatores p e 2p. Por outro lado, o denominador tamb�em tem dois fatores \p",logo �2nn � n~ao �e m�ultiplo de p.Corol�ario. Primos p > p2n apareem no m�aximo uma vez em �2nn �.Lema 5. Para n � 3, temos �2nn � � 4n2n:Prova. Fixe um inteiro n � 3. Considere os 2n n�umeros2;�2n1 �;�2n2 �;�2n3 �; : : : ;� 2n2n� 1�:Veja que �2nn � �e o maior elemento desta sequênia, logo, �e maior ou igual �a m�ediaaritm�etia destes n�umeros, 4n=2n.Agora, vamos terminar a demonstra�~ao. Com o lema 5, onseguimos umlimitante inferior para �2nn �, e om o lema 4 e seu orol�ario, obteremos umlimitante superior. Considere a fatora�~ao prima de �2nn �: �2nn � = Qi peii . Pelolema 4, peii � 2n para todo i. Al�em disto, pelo orol�ario do lema 4, se pi > p2n,ent~ao ei � 1. Com isso, temos4n2n � �2nn � � 0� Yp�p2n 2n1A0� Yp2n<p� 23n p1A0� Yn<p�2n p1A : (6)�E laro que Qp�p2n 2n � (2n)p2n, e, pelo lema 2,Yp2n<p� 23n p � 4 23n:Se o postulado de Bertrand for falso para algum n, teremos Qn<p�2n p = 1, e(6) implia que 4n2n � (2n)p2n4 23n, ou seja, que 4n=3 � (2n)1+p2n. Isto equivalea 22n � (2n)3(1+p2n). Veremos que isto implia que n < 4000. De fato,2n = ( 6p2n)6 < (b 6p2n+ 1)6 � 26b 6p2n � 26 6p2n:Se n > 50 (e portanto 18 < 2p2n),22n � (2n)3(1+p2n) < 2 6p2n(18+18p2n) < 220 6p2np2n = 220(2n)2=3 ;logo 2n < 20(2n)2=3, (2n)1=3 < 20 e n < 4000, enerrando a demonstra�~ao, pelolema 1. 4



3 Coment�ariosH�a resultados mais fortes do que a irraionalidade de �. Na referênia [1℄,demonstra-se, de modo bem pareido om o que �zemos, que �2 �e irraional.Na verdade, sabe-se que � �e um n�umero transendente, isto �e, n~ao �e raiz denenhum polinômio de oe�ientes raionais. Observe que isto implia que � �eirraional, e, mais do que isto, que �r �e irraional, para todo r raional.O postulado de Bertrand tamb�em pode ser melhorado. Seja �(n) o n�umerode primos menores ou iguais a n. O Teorema dos N�umeros Primos (TNP) dizque limn!1 �(n) lognn = 1:Usando o TNP, n~ao �e dif��il mostrar (veja o problema 5, abaixo) que para todo� > 0, existe um n0 > 0 tal que, se n > n0, ent~ao existe um primo entre n e(1 + �)n.�E dif��il demonstrar o TNP. As primeiras demonstra�~oes ompletas apare-eram no �m do s�eulo XIX e usavam vari�aveis omplexas. Uma demonstra�~aoanal��tia detalhada pode ser ahada em [2℄. O pr�oprio Paul Erd}os, em 1949,foi o primeiro a demonstrar o TNP de modo elementar (sem usar vari�aveisomplexas), mas a demonstra�~ao �e bastante ompliada.4 Problemas1. Prove que e =Pk�0 1=k! �e irraional.2. De�nimos yn omo o deimal que se obt�em esrevendo0; (d��gitos de 1n)(d��gitos de 2n)(d��gitos de 3n) : : :Por exemplo, y1 = 0; 1234 : : :, y2 = 0; 1491625 : : :, y3 = 0; 182764 : : :.Mostre que todos os yn s~ao irraionais.3. Mostre que para todo n � 1, pode-se separar os inteiros de 1 a 2n em npares, de modo que a soma dos n�umeros de ada par �e um primo.4. O postulado de Bertrand mostra que �(2n) � �(n) � 1. Usando a provade Erd}os, melhore isto provando que existe uma onstante k > 0 tal que�(2n)� �(n) � k nlogn;para todo n su�ientemente grande. Aqui, n~ao vale usar o TNP!5. Usando o TNP, prove que para todo � > 0, existe um n0 > 0 tal que, sen > n0, ent~ao existe um primo entre n e (1 + �)n.5



6. Determine todos os inteiros positivos n om a seguinte propriedade: se1 < k < n e md(k; n) = 1 ent~ao k �e primo.Para terminar, um problema em que a resposta envolve a fun�~ao �(x).(n~ao tem muito a ver om o resto do artigo, mas o problema �e interessante)7. Suponha que a1; : : : ; ak s~ao inteiros do intervalo [1; n℄. Suponha tamb�emque os produtos da forma aiaj s~ao todos distintos, para todos i; j omi < j. Seja E(n) = max k, onde o m�aximo �e tomado sobre todas essassequênias. Mostre que limn!1 E(n)�(n) = 1:Mais ainda, tente dar boas estimativas para E(n) � �(n). (Agrade�o aoprofessor Yoshiharu Kohayakawa por sugerir este problema)Referênias[1℄ M. Aigner and G. Ziegler, Proofs from the book, Springer-Verlag, Berlin andNew York, 1998.[2℄ Tom M. Apostol, Introdution to analyti number theory, Springer-Verlag,New York, 1976, Undergraduate Texts in Mathematis.[3℄ I. Niven and H.S. Zukerman, An introdution to the theory of numbers,John Wiley and Sons, New York, 1972.
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