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Polinomios

Z[X] e Q[X]

m Algoritmo da divisao

m Critério de Eisenstein

m Lema de Gauss

R[X]

m Teorema do valor intermediario

Clx]

m Interpolagao de Lagrange

m Teorema fundamental da algebra

1.

(Canadd) Seja f um polinémio néo identica-
mente nulo de coeficientes inteiros. Se f(0) e
f(1) s@o impares, mostre que f ndo tem raizes
inteiras.

(Romeénia) Sejam a e n inteiros, com n > 1,
e p um primo tal que p > |a| + 1. Prove que
f(X)=X"+aX +p é irredutivel sobre Z[X].

Seja f(X) = anX™ + -+ a1 X + ag € Z[X]
tal que agp é primo e

lag| > |a1| + |az| + -+ - + |an|.
Mostre que f(X) é irredutivel em Q[X].

Seja f um polindomio de grau n tal que

£(0), f(1),..., f(n) € Z. Mostre que f(x) €
7,V z el

Seja P(X) =c, X" +cp 1 X" 1+ 4 coum
polinémio de coeficientes inteiros. Suponha
que 7 é um racional tal que P(r) = 0. Mostre
que os n nimeros
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CpTy CpT™ + Cp 1Ty CuT° + Cp—17" + Cp—27, ...,
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sao inteiros.
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(Ibero-U 2003) Prove que se p(X) é um
polinémio em Z[X], entdo existe n inteiro tal
que p(n) tem mais de 2003 fatores primos dis-
tintos.

(IMO 2006) Seja P(X) um polinémio de grau
n > 1 com coeficientes inteiros e seja k& um
inteiro positivo. Considere o polinémio

Q(X) = P(P(--- P(P(X))---)),
onde P aparece k vezes. Prove que existem no
maximo n inteiros ¢ tais que Q(t) = t.
(Moldédvia) Determine todos os polinémios
P(X) tais que P(0) = 0e P(z%+1) = P(z)?+1
para todo real z.
(Teste IMO Brasil 2001) Os polinémios com

coeficientes reais P(X) e Q(X), ambos com
pelo menos uma raiz real, satisfazem

P(1+X +(Q(X))*) = Q(L+ X + (P(X))*).
Prove que os polindémios P(X) e Q(X) sao
iguais.

Seja f um polindémio moénico de coeficientes
reais sem raizes reais. Mostre que existem
polinémios g e h de coeficientes reais tais que

F(X) = g(X)?* + h(X)?.

Suponha que a, b, ¢ sejam complexos e que as
trés raizes da equacao

X+ aX?*+bX +c=0
tém mdédulo igual a 1. Prove que as trés raizes
da equagao
X? +]a|X?+ b|X +|c| =0
também tém modulo igual a 1.
(USAMO 1976) Se P(X), Q(X), R(X), S(X)
sao polindmios tais que
P(X°)+ X -Q(X°) + X?- R(X®) =

(X*+ X+ X2+ X +1)-S(X),
mostre que X — 1 é um fator de P(X).
(IMC 2002) Seja f(z) = anz™+---4+a1z2+ap
um polindémio com coeficientes reais. Prove
que se as raizes de f estao no semiplano es-

querdo {z € C; Re(z) < 0}, entdo aparts <
ap+10k+2 paratodo k=0,1,...,n— 3.



