
TrigonometriaExibimos aqui uma lista de exer��ios de Geometria que podem ser resolvidos om o aux��lio da Trigonometria.Alguns deles podem ser feitos sem o aux��lio da Trigonometria, mas na maioria dos asos o seu uso �e maisvantajoso.Para quem n~ao est�a familiarizado om as f�ormulas de Trigonometria, a�� vai um pequeno resumo:� No triângulo retângulo ABC, retângulo em A, sendo � = 6 ABC e  = 6 ACB = 90Æ � �, temossen� = ateto opostohipotenusa = ACBC os� = ateto adjaentehipotenusa = BABC tg � = ateto opostoateto adjaente = ACABsen  = ateto opostohipotenusa = BABC os  = ateto adjaentehipotenusa = CABC tg  = ateto opostoateto adjaente = ABACVeja que podemos onluir quesen(90Æ � �) = os� os(90Æ � �) = sen� tg(90Æ � �) = 1tg� tg � = sen�os�� Podemos alular seno e o-seno de ângulos maiores que 90Æ utilizando as seguintes identidades:sen(180Æ � �) = sen � os(180Æ � �) = � os �sen(180Æ + �) = � sen � os(180Æ + �) = � os �� Podemos alular seno e o-seno da soma e diferen�a de dois ângulos a partir de seus senos e o-senos:sen(a+ b) = sen a os b+ sen b osasen(a� b) = sen a os b� sen b osaos(a+ b) = osa os b� sen a sen bos(a� b) = osa os b+ sen a sen b� A partir das quatro f�ormulas anteriores podemos alular, por exemplo, a tangente da soma de doisângulos: tg(a+ b) = sen(a+ b)os(a+ b) = sena os b+ sen b osaosa os b� sena sen b = sen a os b+sen b os aos a os bos a os b�sen a sen bos a os b = tg a+ tg b1� tg a tg b� Podemos transformar soma de duas fun�~oes irulares em produto de duas fun�~oes irulares e vie-versa. Por exemplo, digamos que queiramos transformar sen a sen b em soma. Esta express~ao apareenas f�ormulas de os(a� b). Esrevendo as f�ormulas, temosos(a+ b) = osa os b� sena sen bos(a� b) = osa os b+ sena sen bPara obtermos sen a sen b, basta subtrair uma equa�~ao da outra:os(a� b)� os(a+ b) = 2 sena sen b () sen a sen b = 12�os(a� b)� os(a+ b)�E se quisermos, por exemplo, transformar senu+sen v em produto? A�� �e s�o somar sen(a+b) e sen(a�b),obtendo sen(a+ b) + sen(a� b) = 2 sena os b



Fazendo u = a+ b e v = a� b, obtemos a = u+v2 e b = u�v2 . Logosenu+ sen v = 2 sen�u+ v2 � os�u� v2 �� Por �m, apresentamos a lei dos senos e a lei dos o-senos. No triângulo ABC, seja AB = , AC = b,BC = a, 6 A = �, 6 B = � e 6 C = . O irunraio de ABC �e R.asen� = bsen� = sen  = 2Ra2 = b2 + 2 � 2b os�b2 = a2 + 2 � 2a os�2 = a2 + b2 � 2ab osExer��ios01. No triânguloABC, m(Ĉ) = 100Æ. SejaD um ponto pertenente aAC tal que CD = BC. Se BD = AC,alule a medida do ângulo Â.02. As alturas de um triângulo autângulo ABC onde AB > AC intereptam os lados BC, AC e ABnos pontos D, E e F respetivamente. Se EF interepta BC no ponto P e a reta que passa por D e �eparalela a EF interepta AC e AB em Q e R respetivamente, seja N um ponto sobre o lado BC tal que6 NQP + 6 NRP < 180Æ. Prove que BN > CN .03. Seja 4ABC is�oseles de base BC. Sabendo que m(Â) = 20Æ, m(DB̂C) = 60Æ e m(EĈB) = 50Æ, sendoEC e BD duas evianas, determine m(BD̂E).04. Sejam M e N pontos m�edios dos lados AB e AC, respetivamente, do 4ABC. A bissetriz interna de6 BAC enontra o lado BC no ponto P . Demonstre que1tg 6 APM + 1tg 6 APN = 2tg( 6 BAC=2) :05. Um quadril�atero onvexo est�a insrito em uma irunferênia de raio unit�ario. Demonstre que adiferen�a entre seu per��metro e a soma das diagonais �e maior do que zero e menor do que 2.06. O prolongamento da bissetriz AL do triângulo autângulo ABC interepta a irunferênia irunsritano ponto N . A partir do ponto L tra�am-se perpendiulares LK e LM aos lados AB e AC, respetivamente.Prove que a �area do triângulo ABC �e igual a �area do quadril�atero AKNM .07. Dado um quadril�atero ABCD, o ��rulo que tangenia AD, DC e CB enontra estes lados em K, L eM , respetivamente. Seja N a interse�~ao de KM e a reta por L que �e paralela a AD e seja P a interse�~aode LN e KC. Mostre que PL = PN .08. As retas tangentes ao irun��rulo do triângulo autângulo ABC atrav�es de B e A ortam a tangenteatrav�es de C em T e U , respetivamente. AT orta BC em P , e Q �e o ponto de AP ; BU orta CA em R, eS �e o ponto m�edio de BR.Prove que 6 ABQ = 6 BAS.09. Seja ABCD um paralelogramo de lados AB, BC, CD, DA e entro O tal que 6 BAD < 90Æ e 6 AOB >90Æ. Consideramos A1 e B1 pontos das semi-retas OA e OB, respetivamente, tais que A1B1 �e paralelo aAB e 6 A1B1C = 6 ABC=2. Demonstre que A1D �e perpendiular a B1C.10. A irunferênia insrita no triângulo ABC �e tangente aos lados BC, CA e AB nos pontos D, E e F ,respetivamente. AD orta a irunferênia num segundo ponto Q. Demonstrar que a reta EQ passa peloponto m�edio de AF se, e somente se, AC = BC.



11. As tangentes a uma irunferênia de entro O, tra�adas por um ponto exterior C, toam a irunfe-rênia nos pontos A e B. Seja S um ponto qualquer da irunferênia. As retas SA, SB e SC ortam odiâmetro perpendiular a OS nos pontos A0, B0 e C 0, respetivamente.Prove que C 0 �e o ponto m�edio de A0B0.12. Seja I o inentro do triângulo ABC. A irunferênia insrita no triângulo ABC �e tangente aos ladosBC, CA e AB nos pontos K, L e M , respetivamente. A reta que passa por B, paralela ao segmento MK,interepta as retas LM e LK nos pontos R e S, respetivamente. Prove que o ângulo 6 RIS �e agudo.13. Seja P um ponto interior a um ângulo Â dado. Mostre omo onstruir uma orda BPC deste ângulo,passando por P , de modo que 1BP + 1CP seja m�aximo.14. Em um triângulo ABC, o ângulo 6 BCA �e obtuso e 6 BAC = 2 6 ABC. A reta por B perpendiular aBC interepta AC em D. Seja M o ponto m�edio de AB. Prove que 6 AMC = 6 BMD.15. Seja M um ponto no interior do triângulo ABC, tal que 6 AMC = 90Æ, 6 AMB = 150Æ e 6 BMC =120Æ. Os irunentros dos triângulos AMC, AMB e BMC s~ao P , Q e R, respetivamente. Prove que a�area do triângulo PQR �e maior do que a �area do triângulo ABC.16. Seja ABC um triângulo e A0, B0, C 0 pontos m�edios dos aros BC, AC e AB do irun��rulo de ABC,respetivamente. As retas A0B0 e A0C 0 intereptam o lado BC em M e N , respetivamente. De�na os paresde pontos P , Q e R, S analogamente. Prove que MN = PQ = RS se, e somente se, ABC �e equil�atero.17. No triângulo ABC, om 6 BAC = 60Æ, onstru��mos uma paralela IF ao lado AC, onde F est�a sobreAB e I �e o inentro do 4ABC.O ponto P sobre BC �e tal que 3BP = BC. Mostre que 6 BFP = 6 ABC=2.18. Sobre os lados de um triângulo ABC, s~ao onstru��dos, externamente, triângulos ABR, BCP , CAQom 6 CBP = 6 CAQ = 45Æ, 6 BCP = 6 ACQ = 30Æ, 6 ABR = 6 BAR = 15Æ. Prove que 6 QRP = 90Æ eQR = RP .19. Sejam O e O1 os entros do in��rulo e do ex��rulo tangente ao lado BC do triângulo ABC. Amediatriz do segmento OO1 interepta as retas AB e AC nos pontos L e N , respetivamente. Sabendo queo irun��rulo do 4ABC tangenia a reta LN , prove que 4ABC �e is�oseles.20. Calule a �area de um hex�agono equil�atero insrito em uma semiirunferênia de raio 1.21. Seja ABC um triângulo autângulo om irunentro O. Seja PA uma altura do triângulo om P nolado BC.Considere que 6 BCA � 6 ABC + 30Æ.Prove que 6 CAB + 6 COP < 90Æ:22. Num triângulo ABC, seja AP a bissetriz de 6 BAC om P no lado BC, e seja BQ a bissetriz de 6 ABCom Q no lado CA.Sabemos que 6 BAC = 60Æ e que AB +BP = AQ+QB.Quais s~ao os poss��veis valores dos ângulos do triângulo ABC?23. Uma irunferênia de entro O est�a insrita no quadril�atero ABCD. Mostre que se os per��metros dostriângulos AOB, BOC e COD s~ao iguais ent~ao ABCD �e um losango.24. Seja M e N pontos sobre os lados AB e BC do paralelogramo ABCD tais que AM = NC. As retasAN e CM se enontram no ponto Q. Mostre que DQ bisseta o ângulo D do paralelogramo.25. S~ao dados um ângulo de v�ertie O e um ponto A interior ao ângulo. Os pontos M e N pertenem aoslados do ângulo e s~ao tais que 6 OAM = 6 OAN . Mostre que todos as retas MN nestas ondi�~oes passampor um mesmo ponto ou s~ao paralelas entre si.26. Considere o triângulo ABC. Constr�oi-se um quadrado exterior a ABC tal que AB �e um de seus lados.Seja O o entro do quadrado e M e N os pontos m�edios de BC e AC, respetivamente. Dados BC = a eAC = b, enontre o valor m�aximo de OM +ON , quando o ângulo 6 C varia.



27. Seja � uma irunferênia de entro O tangente aos lados AB e AC do triângulo ABC nos pontos E eF . A reta perpendiular ao lado BC por O interepta EF no ponto D. Mostre que A, D e M (ponto m�ediode BC) s~ao olineares.28. Em um triângulo ABC a bissetriz do ângulo A interepta o lado BC no ponto A1 e o ��rulo irunsritono ponto A2. Os pontos B1, B2 e C1, C2 s~ao de�nidos analogamente. Prove queAA1BA2 + CA2 + BB1CB2 +AB2 + CC1AC2 +BC2 � 34


