XXV OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA 1%. Fase Olimpiada Regional
Primeira Fase — Nivel 2 AL-BA-GO-PA-PB-PI-RS-RN-SC
7 dejunho de 2003
A duracdo da prova é de 3 horas.
Nao é permitido o uso de calculadoras nem consultas a notas ou livros.
Vocé pode solicitar papel para rascunho.
Entregue apenas a folha de respostas.

O reténgulo da figura a seguir esta dividido em 7 quadrados. Se a area do menor
quadrado éigual al, aédreado retdngulo éigua a

A) 42 B) 44 C) 45 D) 48 E) 49

Vocé possui muitos palitos com 6cm e 7cm de comprimento. Para fazer uma fila de
palitos com comprimento total de 2 metros, o nimero minimo de palitos que voceé precisa
utilizar &

A) 29 B) 30 C) 31 D) 32 E) 33

A maior raiz daequacdo (x— 37)°- 169=0 &
A) 39 B) 43 C) 47 D) 50 E) 53

Uma certa méguinatem um visor, onde aparece um ndmero inteiro x, e duasteclas A e B.
Quando se apertaatecla A 0 nimero do visor é substituido por 2x + 1. Quando se apertaa
tecla B 0 nimero do visor é substituido por 3x — 1.

Se no visor esta 0 nimero 5, apertando alguma seqiiéncia das teclas A e B, 0 maior
numero de dois algarismos que se pode obter €

A) 85 B) 87 C) 92 D) 95 E) 96

Em um quadrado magico, a soma dos nimeros de cada linha, coluna ou diagona é
sempre amesma. No quadrado mégico a seguir, o valor de x &

1 |14 x
26 13
A) 20 B) 22 C) 23 D) 25 E) 27

Sejan = 9867. Se vocé calculasse n® — n” vocé encontraria um ndmero cujo agarismo das
unidades €:
A)O B) 2 C) 4 D) 6 E)8

Na figura, o nimero 8 foi obtido somando-se os dois nimeros diretamente abaixo de sua
casinha. Os outros nimeros nas trés linhas superiores séo obtidos da mesma forma. Qual
éovaor dex?

42

A)7 B)3 C)5 D) 4 E)6
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8. Considere um numero inteiro x e faca com ele as seguintes operacOes sucessivas.
multiplique por 2, some 1, multiplique por 3 e subtraia 5. Se o resultado foi 220, o valor
dexé
A) um ndmero primo.

B) um ndmero par.

C) um ndmero entre 40 e 50.

D) um nimero multiplo de 3.

E) um ndmero cuja somados algarismos € 9.

9. Os numeros a, b, e ¢ sdo naturais consecutivos em ordem crescente. Entdo, o valor de

c’—ab éigud a
A)O B)1 C)2a+b D)2a+c E)2b+c
10. Considere asequénciaoscilante: 1, 2, 3,4,5,4,3,2,1,2,3,4,5,4,3,2,1,2,3,4, ...
O 2003° termo desta sequiéncia é:
A)1l B) 2 C3 D) 4 E)5

11. Considere as seguintes definicles:
¢ A média aritmética de dois nUmeros reais positivos é a metade da sua soma.
¢ A média harmdnica de dois nUmeros reais positivos € o inverso da média aritmética dos

inversos desses numeros.
A diferenca entre a média aritmética e a média harmdnica dos nimeros 4 e 6 €
A)0,1 B) 0,2 C) 0.3 D) 0,4 E) 0,5

12. A seqliéncia “22” descreve a si mesma, pois ela é formada por exatamente dois 2.
Analogamente, a sequéncia “31 12 33 15” descreve a si mesma, pois € formada por
exatamente trés 1, um 2, trés 3 e um 5. Qual das seguintes seqiiéncias ndo descreve a s

mesma?
A) 21322316 B) 31123318 C)3122331719
D) 2132332415 E) 413223241516 18

13. O domind mais conhecido tem como maior peca o duplo 6. Neste domind
sdo empregadas 28 pegas diferentes. Quantas pecastem o dominé cuja
maior peca € o duplo 8?

A) 34 B) 36 C) 42 D) 55 E) 45

14. Os quadrados dos numeros naturais maiores do que 2, subtraidos de seus sucessores,
formam a seqiiéncia 5, 11, 19, ... . O primeiro elemento dessa seqiiéncia que ndo € um
ndmero primo é o:
A) guarto B) décimo C) sexto D) nono E) sé&timo

15. Vocé estd em um pais estrangeiro, a LUCIANIA, e ndo conhece o idioma, 0
LUCIANES, mas
sabe que as palavras “BAK” e “KAB” significam sim e ndo, porém néo sabe qual é qual.
Vocé encontra uma pessoa que entende portugués e pergunta: "KAB significa sm?' A
pessoa responde “KAB”. Pode-se deduzir que:
A) KAB significasim.
B) KAB significanéo.
C) A pessoa que respondeu mentiu.
D) A pessoa que respondeu disse a verdade.
E) N&o é possivel determinar sem um dicionério LUCIANES-PORTUGUES.
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16. Naorganizacao retangular de pontos da figura abaixo, a distancia entre pontos vizinhos
em uma

mesma linha ou colunaéigual alcm.

A &rea do pentégono ABCDE , em cn?, éigual &
A)9 a% ) 10 m%} E) 11

17. As 4 coloragBes a seguir sd0 consideradasiguais por coincidirem por rotagao.

[

De quantos modos diferentes é possivel colorir as casas de um tabuleiro 2 x 2 de branco
ou preto de modo que ndo existam dois tabuleiros que coincidam por rotacao?
A)4 B)5 C)6 D)7 E)8

2003 001 2002 1001
18. O valor da soma o 2 9 S

41001 . 32003 + 41001 3 32003

1 2 4
A5 B) 3 01 D) 3 E) 2

19. Considere osniimeros X = 2%, Y =11°® e Z = 5°° | Assindle aaternativa correta:
A) X<Z<Y B) Y<X<Z C) Y<zZ<X D) Z<X<Y E) Z<Y<X

20. Beatriz, Isabele e Nicole estdo disputando um jogo fazendo langamentos sucessivos
com uma moeda. Beatriz ganha se, em dois langamentos consecutivos, o primeiro resultar
carae o segundo coroa. Isabele ganha se forem obtidas duas coroas em dois langamentos
consecutivos, e Nicole ganha se forem obtidas duas caras em dois lancamentos
consecutivos. Elas fazem os lancamentos até que uma das jogadoras sgja vencedora.
Qual(is) jogadora(s) possui(em) menos chances de ganhar o jogo?

A) Beatriz B) Isabele C) Nicole D) Beatriz e Nicole
E) Astréstém amesma chance.
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12. Camila e Lara estdo disputando o seguinte jogo num tabuleiro 4 x 4: Camila marca
algumas casas do tabuleiro e informa a Lara o nimero de casas marcadas ha vizinhanca de
cada casa do tabuleiro. Neste jogo, duas casas distintas sdo consideradas vizinhas se
possuem um lado ou um canto (vértice) em comum.

Lara deve descobrir quais casas foram marcadas por Camila. Apds marcar algumas casas,
Camila passou para Lara o seguinte tabuleiro:

1 2 |1 1

0 2 |1 2

2 3 |3 1

1 0|2 1

O nUmero de casas marcadas foi:
A)3 B) 4 C)5 D)6 E)7

13. Dividaosnimeros 2, 3, 5, 7, 11, 13 e 17 em dois grupos x e y com produtos A e B,
respectivamente, de modo que A-B =1.
A somados dgarismosde A &
A) 10 B) 11 C) 13 D) 14 E) 15

14. A figuraaseguir mostra um quadrado ABCD e um tridngulo equilédtero BEF, ambos com
lado de medida 1cm . Os pontos A, B e E s80 colineares, assim como os pontos A, G e F.

A éreado triangulo BFG &, em cm?:

D)ﬁ E)i

C)
12 10

A‘&

A) % B)

Wl

15. Carlinhos pensa num numero impar positivo menor do que 100. Pedrinho se dispde a
descobrir que numero é esse fazendo a seguinte pergunta, quantas vezes forem
necessarias: “O nimero que vocé pensou é maior, menor ou igual ax ? ”. Note que x éum
numero que Pedrinho escolhe.

Quantas perguntas desse tipo Pedrinho podera ter que fazer até descobrir o nimero
pensado por Carlinhos?
A)5 B)7 C) 15 D) 25 E) 45

16. No tridngulo ABC, AB = 20, AC = 21 e BC = 29. Os pontos D e E sobre o lado BC sdo tais

que BD = 8 e EC = 9. A medida do angulo DAE, em graus, éigual &
A) 30 B) 40 C) 45 D) 60 E) 75
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GABARITO - PRIMEIRA FASE

GABARITO NIVEL 2
1)C 6) C 11)B 16) B 21)B
2) A 7)E 12) D 17)C 22)C
3)D 8) A 13) E 18) C 23)D
4)D 9 E 14)C 19)C 24) A
5 E 10) C 15) D 20)B 25) C
Solucdes
1. Veaasolugdo do problemaN®. 7 do Nivel 1. (Alternativa C).
2. Vegaasolucdo do problemaN°. 3 do Nivel 1. (Alternativa A).
3. (x-37)?=13% < x-37=13 oux- 37 =-13. Assim x = 50 ou x = 24. (Alter nativa D).
4. Vegaasolugéo do problemaN°®. 17 do Nivel 1. (Alternativa D).
5. Veaasolugdo do problemaN°. 4 do Nivel 1. (Alternativa E).
6. O agarismo final de n®— n? é o mesmo algarismo final de 7° — 7% = 294. (Alternativa C).
7.

10.

11.

12.
13.

14.

42

| 13+x |11+ 2x]

‘ 8 ‘5+x‘x+6‘
3] 5 | x [6]

(13+x) + (11 + 2x) =42 < x = 6. (Alternativa E).

Vejaasolugéo do problema N°. 5 do Nivel 1. (Alternativa A).

a=c-2,b=c-1.
C-ab=c-(c-2(c-1)=c-(c°3c+2=3c-2=20c-1 +c=2b+c
(Alternativa E).

Vejaasolugéo do problema N°. 8 do Nivel 1. (Alternativa C).
4+6 1 2 2 24
2 1 1:5_1 1:5 ?_5—?_5 4,8= 02(AlternatlvaB)
— —_ i+i _
6 4 6 12
2

Veaasolugéo do problemaN°. 18 do Nivel 1. (Alternativa D).
Existem 9 pegas com duplos (0-0, 1- 1, ..., 8 — 8) e 9 x 8/2 = 36 pegas com nUmeros
diferentes. (Alternativa E).

Os seis primeiros termos sao:

3?— 4 =5 (primo)

42— 5= 11 (primo)

52— 6 =19 (primo)

62— 7 =29 (primo)

7% — 8 = 41 (primo)

e8 -9=55=5x 11. (Alternativa C).

Outra solucéo:
O n-ésimo termo da seqiiéncia é
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15.

16.
17.

18.

19.

20.

21.

22.

a,=(n+2)°-(n+3) = n2+3n+1:%(4n2+12n+4):%((2n+3)2—5)
Sgapumdivisor pimode n*+3n+1.

Como N +3n+1=n(n+1)+2n+1éimpar, p= 2.

Assim, p%((2n+3)2—5) < (2n+3)*=5 (mbd p). Portanto 5 deve ser residuo quadrético

maodulo p.
Logo os menores valores de p so 5 e 11, de modo que se a, é composto a, > 5 x 11.

(Observe que a, ndo é um quadrado perfeito, pois (2n+2)* < 4a, < (2n+3)?). Como
(N+2)?—(n+3) =55<> n=6, 0 primeiro termo composto & o sexto.

Observacgado: Naverdade, utilizando alel da reciprocidade quadrética, temos

P (5)_ (%> [5) (P P)_ _ )
(5){& =1 Q(DJ (5}3(5) 1< p=0,1 ou4 (mbd 5).

Para saber 0 que élei da reciprocidade quadratica e o simbolo (apj (que ndo é p dividido

por g!), veja
http://www.mat.puc-rio.br/~ni col au/papers/'mersenne/nodel5.html
e http://mathworl d.wolfram.com/Quadrati cReciprocity Theorem.html

Se KAB significa sim, aresposta correta a pergunta € sim, ou seja, KAB. Se KAB significa
ndo, a resposta correta a pergunta € ndo, ou sgja, KAB. Assim, a pessoa diz a verdade nos
dois casos, mas ndo podemos deduzir o significado verdadeiro da paavra KAB.
(Alternativa D).

Veaasolugéo do problemaN°. 13 do Nivel 1. (Alternativa B).

Vejaasolugéo do problema N°. 11 do Nivel 1. (Alternativa C).

92003 QI00L 52002 lO0L 52003 .(32 )1001 92002 _(32 )1001 92003 32002 52002 22002 o 4
41001 | 32003 + 41001 532003 = (22 )1001 . 32003 (22 )1001 . 32003 = 92002 32003 + 92002 32003 = §+§ =

(Alternativa C).
11°<5°<2"= (11%)P< (58%)'P < (2)® (Alternativa C).
Vamos construir a érvore de possibilidades (Cara - C, Coroa - K)

¢ = Nicole ganha (1/4)

k = Beatriz ganha (1/4)
¢ = Nicole ganha (1/8)

2N
k< k = Beatriz ganha (1/8)
kK = Isabele ganha (1/4)

Assim, as chances das jogadoras sdo as seguintes: Beatriz (3/8), Nicole (3/8), Isabele
(/4). (Alternativa B).

Vejaasolucdo do problemaN°. 19 do Nivel 1. (Alternativa B).

Como A e B s3o consecutivose AB=2 x 3x 5x 7 x 11 x 13 x 17 = (11 x 13) x (14 x 15)
x 17 é proximo de 12°x15% x 4* = 720%, A e B sdo préximos de 720.
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Notando que 720 = 12° x 5 é proximo de 13 x 11 x 5, vemosque A= 13x 11 x 5=715¢e

B=2x3x7x17=714.
A somados algarismosde Aé7 +1+5=13. (AlternativaC).

23.
D C
F
4 iE
N/
!
A1 B 12 M E
[1ABG []AMF
V3 N V3 1
X_2 N3 | _BGxBM 377 3
1 3 3 A aeado [1BFG e entao > > 12
2

(Alternativa D).

24. A estratégia é escolher o impar "no meio" de cada intervalo. Pedrinho pode comegar com
x = 51, reduzindo as possibilidades a no maximo 25 impares (por exemplo, se a resposta
for menor, o nimero serd um impar entre 1 e 49, e nesse caso Pedrinho escolherd x = 25).
Continuando essa estratégia, Pedrinho reduzira as possibilidades no proximo passo a (no
méximo) 12 impares, depois a 6 impares, depois a 3 impares e finamente a 1 impar,
acertando o nimero com no méximo 5 perguntas. (Alternativa A).

25. Ostridngulos ABE e ACD sdo isosceles de bases AE e AD, respectivamente, pois AB = BE
=20e AC=CD = 21. Se 2 e 2y sdo as medidas dos angulos internos B e C do tridngulo

ABC, temos BEA = BAE = 90° — e CDA = CAD = 90° —v. Logo DAE = 180° — (90° —
B)—(90°-v) =P +y. A

Como 207 + 21% = 29% pela reciproca do teorema de Pitégoras, o angulo BAC é reto.
Logo 90° + 2B +2y = 180° < B + y = 45°. Portanto o angulo DAE mede 45°.
(Alternativa C).
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