XXV OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA 1%. Fase Olimpiada Regional
Primeira Fase — Nivel 3 AL-BA-GO-PA-PB-PI-RS-RN-SC
7 dejunho de 2003
A duracdo da prova é de 3 horas.
Nao é permitido o uso de calculadoras nem consultas a notas ou livros.
Vocé pode solicitar papel para rascunho.
Entregue apenas a folha de respostas.

1. O ndmero 19AB, onde A e B sdo digitos, € um quadrado perfeito. O valor de +/ AB daraiz
quadrada do nimero cuja representacdo decimal é AB é

A)5 B) 6 7 D)8 E)9

2. Considere asequénciaoscilante: 1, 2, 3,4,5,4,3,2,1,2,3,4,5,4,3,2,1,2,3,4,...0
2003° termo desta sequiéncia &
A)1l B) 2 C3 D) 4 E)5

3. Camila e Lara estdo disputando o seguinte jogo num tabuleiro 4 x 4. Camila marca
algumas casas do tabuleiro e informa a Lara o nUmero de casas marcadas na vizinhanca
de cada casa do tabuleiro. Neste jogo, duas casas distintas sf0 consideradas vizinhas se
possuem um lado ou um canto (vértice) em comum.

Lara deve descobrir quais casas foram marcadas por Camila. Apds marcar algumas casas,
Camila passou para Lara 0 seguinte tabuleiro:

1 2 |1 1

0 2 |1 2

2 3 |3 1

1 0|2 1

O nlmero de casas marcadas &
A)3 B) 4 C)5 D) 6 E)7

4. Cinco amigos, Arnaldo, Bernaldo, Cernaldo, Dernaldo e Ernaldo, devem formar uma fila
com outras 30 pessoas. De quantas maneiras podemos formar esta fila de modo que
Arnaldo figue na frente de seus 4 amigos?

(Obs.: Os amigos ndo precisam ficar em posi¢des consecutivas.)

A) 35! g) > o= D) (35j5! F) &1
5| 5 5

5. A Revolugdo Francesa, em 1789, trouxe muitas mudancas na humanidade. Em
1791, ap6s a Revolucdo Francesa, a Academia Francesa de Ciéncias propds um novo
sistema de medidas. Esse sistema era baseado numa medida “natural” de comprimento,
chamada metro, que foi definida como um décimo de milionésimo da disténcia do Pdlo
Norte a0 Equador, medida em torno da circunferéncia do meridiano que passa por Paris.
Tal sistemafoi efetivamente adotado em 1795. A definicdo atual do metro € diferente mas
o0 valor € aproximadamente 0 mesmo.

Considerando os fatos acima, qual é a ordem de grandeza do volume do planeta Terra, em
metros cubicos?
Obs.: Nesta questdo vocé pode querer utilizar a formula do volume V da esfera,

4 .
V= 3P R, onde R é o raio daesfera.
A) 10" B) 10 C) 10* D) 10* E) 10%
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6. Na seqiéncia de Fibonacci 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, ... cada termo, a partir do
terceiro, éigua & soma dos dois termos anteriores.
Quanto vale asomainfinita

112 3 5 8 13 21 34 55

onde o n-ésimo termo é o n-ésimo termo da seqiiéncia de Fibonacci dividido por 2"?
A) 3/2 B) 2 C)5/2 D) 3 E) 1++5
2

7. Ogréficode y=x*-5x+9 érodado 180° em torno da origem. Qual é a equagdo da nova
curva obtida?

A) y=x*+5x+9 B) y=x*-5x-9 C) y=—x*+5x-9
D) y=-x*-5x+9 E) y=-x*-5x-9

8. Um clube de ténis tem n jogadores canhotos e 2n jogadores destros e, ao todo, h&
menos do que 20 jogadores. No Ultimo campeonato interno, no qua cada jogador
enfrentou cada um dos outros jogadores do clube exatamente uma vez, a razdo entre o
nimero de jogos vencidos por jogadores canhotos e 0 nimero de jogos vencidos por
jogadores destrosfoi 3: 4.

Qua éovaor den?
A)3 B)4 C)5 D)6
E) S&o necessarias mais informagoes.

9. A figura abaixo mostra duas retas paralelasr e s. A retar € tangente as circunferéncias

C1 e C3, areta s é tangente as circunferéncias C2 e C3 e as circunferéncias tocam-se
como também mostra a figura.

C2

C3

\_/

As circunferéncias C1 e C2 témraios a e b, respectivamente.
Qual é oraio dacircunferéncia C3?

A) 2/@+2  B)a+b  C) 2Jab D):ii E) 2b-a
+

10. A sequéncia “22” descreve a si mesma, pois ela é formada por exatamente dois 2.
Analogamente, a sequéncia “31 12 33 15” descreve a si mesma, pois € formada por
exatamente trés 1, um 2, trés 3 e um 5. Qual das seguintes seqliéncias ndo descreve a s
mesma?

A) 21322316 B) 31123318 C) 3122331719
D) 21323324 15 E) 413223241516 18
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

A funcdo f € definida para todos os pares ordenados (X; y) de inteiros positivos e tem as
seguintes propriedades:

f(x; %) =X, f(x; y) = f(y; ), (x+ V)G y) = (2x + y)f(x; x +y).
Qua éovaor def(21; 12)?
7 4 11 6 1

A) - B) = C) = D) — E) —

) 4 ) 7 ) 6 ) 11 ) 2003
Os quadrados dos nlimeros naturais maiores do que 2, subtraidos de seus sucessores,
formam a sequéncia 5, 11, 19, ... . O primeiro elemento dessa seqiéncia que ndo é um
ndmero primo é o:
A) quarto B) décimo C) sexto D) nono E) sétimo

Vocé estd em um pais estrangeiro, a LUCIANIA, e ndo conhece o idioma, o
LUCIANES, mas sabe que as palavras “BAK” e “KAB” significam sim e n&o, porém n&o
sabe qual é qual. Vocé encontra uma pessoa que entende portugués e pergunta: "KAB
significasim?' A pessoa responde "KAB". Pode-se deduzir que:

A) KAB significasim.

B) KAB significanéo.

C) A pessoa que respondeu mentiu.

D) A pessoa que respondeu disse a verdade.

E) N&o é possivel determinar sem um dicionario LUCIANES-PORTUGUES

Beatriz, Isabele e Nicole estdo disputando um jogo fazendo lancamentos sucessivos com
uma moeda. Beatriz ganha se, em dois langamentos consecutivos, o primeiro resultar cara
e 0 segundo coroa. Isabele ganha se forem obtidas duas coroas em dois lancamentos
consecutivos, e Nicole ganha se forem obtidas duas caras em dois lancamentos
consecutivos. Elas fazem os lancamentos até que uma das jogadoras sgja vencedora.
Qual(is) jogadora(s) possuem menos chances de ganhar o jogo?

A) Beatriz

B) Isabele

C) Nicole

D) Beatriz e Nicole

E) Astréstém amesma chance.

Divida os nimeros 2, 3, 5, 7, 11, 13 e 17 em dois grupos x e y com produtos A e B,
respectivamente, de modo que A-B=1.

A somados algarismos de A €

A) 10 B) 11 C) 13 D) 14 E) 15

A figura a seguir mostra um quadrado ABCD e um triangulo equiilédtero BEF, ambos com
lado de medida 1cm . Os pontos A, B e E sdo colineares, assim como os pontos A, G e F.

D C

A &reado triangulo BFG &, em cm?:

1 1
A) = B) =
)3 )3
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Numa festa tipica, cada prato de arroz foi servido para duas pessoas, cada prato de
maionese para trés pessoas, cada prato de carne servia quatro pessoas e cada prato de
doces dava exatamente para cinco pessoas. Foram utilizados 77 pratos e todas as pessoas
se serviram de todos os pratos oferecidos. Quantas pessoas havia na festa?

A) 20 B) 30 C) 45 D) 60 E) 75

Carlinhos pensa hum ndmero impar positivo menor do que 100. Pedrinho se dispbe a
descobrir que nimero é esse fazendo a seguinte pergunta, quantas vezes forem
necessarias: “O numero que vocé pensou € maior, menor ou igual ax ? ”. Note que X € um
numero que Pedrinho escolhe.

Quantas perguntas desse tipo Pedrinho poderd ter que fazer até descobrir o nimero
pensado por Carlinhos?

A)5 B)7 C) 15 D) 25 E) 45

Dois amigos, Augusto e Eduardo, atravessavam uma ponte onde passava uma linha
férrea

Quando tinham percorrido dois quintos da ponte, ouviram o barulho de um trem que se
aproximava por trés deles. Apavorados, comegaram a correr, cada um para o seu lado.
Tiveram sorte: Augusto, que tinha voltado, conseguiu sair da ponte no exato instante em
gue o trem nela ia entrar. Por sua vez, Eduardo, que continuou para a frente, conseguiu
sair da ponte no instante em que o trem também ia fazé-lo. Refeitos do susto, quando se
encontraram, comentaram que isto sO foi possivel porque correram a 15 km/h e o trem
estavaax km/h. O valor dex &

A) 30 B) 45 C) 60 D) 75 E) 90

Seja N 0 menor inteiro positivo que pode ser escrito como a soma de 9, 10 e 11 inteiros
positivos consecutivos. A soma dos algarismosde N éigua a
A)9 B) 18 C) 22 D) 27 E) 30

32003 + 22003

32001 + 22001
A) 4 B) 6 o7 D) 8 E)9

O maior inteiro que ndo supera éigua a

SgaT = (a, b, ¢) tal que existe um tridngulo ABC cujas medidas dos lados sggam BC = a,
CA=beAB=csatisfazendo c>b>a>0 e a+b>c.Definimos T? = (a,b* c?) e

JT = (ﬁ , \/5 \ \E) como sendo, respectivamente, o quadrado e araiz quadrada do
"trigngulo” T. Considere entéo as afirmativas:

1) O quadrado de um tridngul o equiltero € equil&ero.

2) O quadrado de um tridngul o retngulo ndo € um tridngulo.

3) T? éumtriangulo se, e somente se, T é acutangulo.

4) ﬁ sempre € um tridngulo paratodo T.

5) Todos os angulos de ﬁ sd0 agudos.

O nUmero de afirmativas verdadeiras &
A)l B) 2 C3 D)4 E)5

Em um quadro negro escreve-se 0 numero 1. As Unicas ateragBes permitidas sdo
substitui-lo pelo seu dobro ou pelo seu quadrado. Qual é o maior nimero que pode ser
obtido apds ef etuarmos 2003 alteragdes?

A) 2203 B) 422 C) 2™ D) 2

(22003) ( 22002 )

E) 2
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24. Sef: ] —» [léumafuncdotal que, paratodo xell, f (X)(f(X)—x) =0, entéo
A) f éafuncéo nula
B) f éafuncdo identidade, ou sgja, f(X) = x paratodo x red
C) f éafuncéo nula ou afuncdo identidade
D) Ha4 possiveis funcdes f
E) Hainfinitas funcbes f

25. No trigngulo ABC, AB = 20, AC = 21 e BC = 29. Os pontos D e E sobre o lado BC sdo tais

gue BD =8 e EC = 9. A medidado angulo DAE , emgraus, éigual a
A) 30 B) 40 C) 45 D) 60 E) 75
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GABARITO - PRIMEIRA FASE

GABARITO NIVEL 3
1B 6)B 11)D 16) D 21)D
2)C NE 12)C 17)D 22)E
3)B 8)C 13)D 18) A 23)E
4C 9)C 14)B 19)D 24)E
5B 10)D 15)C 20)B 25) C

1. Sendo n® representado por 19 AB temos 1900 < n* < 2000 < n = 44. Logo n* = 1936 e,
portanto, ~/AB = /36 = 6. (Alternativa B).

2. Veaasolucdo do problemaN°. 8 do Nivel 1 (Alternativa C).

3. Veaasolugdo do problemaN°. 19 do Nivel 1 (Alternativa B).

4. O numero de filas nas quais Arnaldo fica na frente de seus amigos € igual ao nimero de
filas nas quais Bernardo fica na frente de seus amigos. E 0 mesmo ocorre se 0 amigo que
fica na frente é Cernaldo ou Dernaldo ou Ernaldo, respectivamente. Logo, como o
nimero de maneiras de formar uma fila com 35 pessoas € 35!, 0 niUmero de maneiras é

35! (Alternativa C).
5
5. Considerando o planeta Terra uma esfera, sgja R 0 seu raio, em metros. Entdo, como a

distancia do Polo Norte ao Equador € % do comprimento de uma circunferéncia de raio

210

R
R, % =10’ < R . Assim, o volume da Terra é:

3
4 4 (210 32
3 R3=§ ( . j :3-p2.1021m3;1021m3’ pois p* =10. (Alternativa B).
6. Temos S—1+l+g+£+£+£+l_3+
' 2 4 8 16 32 64 128
1 11 2 3 5 8
—S= —+—+—+—+—+—+...
2 4 8 16 32 64 128
1 1 1 2 3 5
—S= —t—t—+—+—+
4 8 16 32 64 128
1 1 1 11
Logo S—ES—ZSZE‘FZ—Z@ S=2 Observagdo: pode-se provar que para x

5-1 X
real, |x|<T, X+ X° 4+ 2x% +3x* +5x° + 8x° +13x’ +...:m. (Alternativa B).

7.

y= X2_5X+9
(%)

v

*xy
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Quando rodarmos um ponto (x; y) 180° em torno da origem, ele torna-se (—x; —y). Logo a
equacdo danova curvaobtidaé (-y) = (-xX)°-5(X) +9 < y=-x*-5x-9
(Alternativa E).

8. Como o numero total de jogadores do torneio é 31, o numero total de jogos é
3n)  3n(3n-1)
e
=5,eoproximo, n=7, jdfazcomque 3n=21>20. (Alternativa C).
9. SgaRoraodeC. Entdo, utilizando o teorema de Pitégoras (ver figura abaixo),

, que deve ser multiplo de 3 + 4 = 7. O menor n que faz isso acontecer én

d2 a\ b /

/1

O
P
NE
QD

Q

dy=d, + ds & +/(R+a)’ —(R-a)’ = /(a+b)’ (2R~ (a+b))’ +(R+b)’ —(R-b)’ <

J4Ra = [4R(a+b)—4R? +\/4ARb < Ja =+a+b-R+/b <
Jat+b-R=+va-+b< a+b-R=a-2Jab+b< R=2/ab. (Alternativa C).

10. Vegjaasolugéo do problema N°. 12 do Nivel 2. (Alternativa D).

X+
11. Temosque f (X X+Y) =2 (k). Assim,
2X+y

12+9
f(21:12)= f(12:21) = f (12:12 = - f(12;9);
(2512) = f(12,21) = f(1212+9) 71925 (12,9);
9+3
f(129) =f(912) = f(9,9+3) = f(9;3);
(12,9) = 1(9,12) (+)2_9+3()
N £ £ (2 _ 3+6 .
f(9,3)=1(39) =f(33+6)= 5316 f(3,6);

3+3 2112 9 6 6 6
f(3,6)=f(3,3+3) = f(33). L f(2112)= =22 2 2. f(33)=—-3=—.
S ( ) 2-3+3 &3 0go f(2112) 332112 9 33 33 11

2
Obs.: Pode-se demonstrar que f (X Y) = Xty mdc? (X; y). (Alternativa D).

12. Vejaasolucdo do problemaN°. 14 do Nivel 2. (Alternativa C).
13. Vejaasolucdo do problemaN°. 15 do Nivel 2. (Alternativa D).
14. Vejaasolugéo do problema N°. 20 do Nivel 2. (Alternativa B).
15. Vejaasolugéo do problema N°. 22 do Nivel 2. (Alternativa B).
16. Vejaasolugdo do problema N°. 23 do Nivel 2. (Alternativa D).
17. Vegjaasolugéo do problema N°. 12 do Nivel 1. (Alternativa D).
18. Vegjaasolugéo do problema N°. 24 do Nivel 1. (Alternativa A).
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19.

20.

21.

22.

23.

2
Até Augusto sair da ponte, cada um percorre 5 do seu comprimento. Logo, engquanto o

1
trem percorria toda a extensdo da ponte, Eduardo percorria 5 desta. Portanto, como eles

correram a 15km/h, o trem estavaa 5 - 15 = 75 km/h. (Alter nativa D).

Das condic¢des dadas, existem ny, n,, Nz inteiros positivos tais que

N =(n—4)+(n,=3)+(n,—2)+ (= D)+ + (0 +D) + (0, +2) + (1, +3)+ (n, + 4);
N=(Mn-4)+..+(n,+4)+(n, +5);

N=(n-5+..+(n, +5),ousga, N=9n =5(2n, +1) =11n,.

Como 9,5e 11 sdoprimosentresi, N=9-5- 11 = 495, cuja somados algarismos € 18.
(Alternativa B).

Como 3*® ¢ "bem maior" do que 2°® e 3*' & "bem maior" do que 2*%
32003 +22003 32003

3200152001 = 32001 =9

32008 | 52008
M as 9 . (32001 + 22001) > 9 X 32001 + 4 22001 — 32003 + 22003, |$O é, 32001 N 22001 < 9 e,
finamente, 8- (3 +2%) = 9.3 1 4. 2% 31 1 4. 2% < 3B L 2% jgg
32003 | 52003
m >8. (Alternativa D).

1. Verdadeira. Se T = (a; a; a), T? = (a% a* a°) medidas dos lados de um triangulo
equilatero.

2. Verdadeira. T? = (a% b?%; ¢?) com ¢?= a*+ b?, ou sgja, ndo é um tridngulo.

3. Verdadeira. T2 é um triangulo se, e somente se,

A b . R
& +b > < cosACB=2"""° >0 ACB é agudo. Como ACB é o maior angulo

de T (oposto ao maior lado), isso equivale a ser acutangulo.
4. Verdadeira. T éum triangulo se, e somente se,
\/E+\/B>\/Ec>(\/5+\/5)2 >(\/E)2 < a+2/ab+b> c. Porém nds sabemos quea + b >

ce 2@>O.

5. Verdadeira. /T é um tridngulo acutngulo se, e somente se, 0 seu maior angulo é
agudo, ou sga, 0 co-seno do angulo oposto a0 maior lado é positivo. Assim,

(Ya) (o) ~(Ve]
2Jab

(Alternativa E).

>0 a+b>c, o que completa a nossa demonstracao.

Se 0 nimero escrito é no minimo 2, seu quadrado é maior ou igual a seu dobro.

Além disso, para nimeros inteiros positivos, quanto maior o ndmero, maior 0 Seu
quadrado e maior o seu dobro. Assim, para obter o maior nimero possivel, substituimos 1
pelo seu dobro 2 e, a partir dai, substituimos os niimeros por seus quadrados, obtendo

(...((22 )2))2 = 2" (Alternativa E).
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24. Para que a condi¢cdo do enunciado seja verdadeira, basta que existam dois subconjuntos A
eBde R com AUB=R, AnB=ge f(x)=0(Vxe A), f(X)=x (vxeB).
Como ha infinitos pares de conjuntos (A, B) com AUB=Re AN B = hainfinitas
funcdesft. (Alternativa E).

25. Vejaasolucdo do problema N°. 25 do Nivel 2. (Alternativa C).
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