XXV OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Segunda Fase — Nivel 3 (Ensino Médio)

PROBLEMA 1

No tridngulo ABC, M é o ponto médio do lado AC, D € um ponto sobre o lado BC tal que AD &
bissetriz do angulo BAC e P é o ponto de intersecfo de AD e BM. Sabendo que a éreade ABC é
100, AB =10 e AC = 30, calcule aareado tridangulo APB.

PROBLEMA 2

Dizemos que um nuimero N de quatro algarismos € biquadrado quando é igua a soma dos
guadrados de dois nimeros. um € formado pelos dois primeiros algarismos de N, na ordem em
que aparecem em N e o outro, pelos dois Ultimos a garismos de N, também na ordem em que
aparecemem N.

Por exemplo, 1233 é biquadrado pois 1233 = 12° + 33 Encontre um outro nimero
biquadrado.

Observacao: Lembre-se de que um nimero de quatro algarismos ndo pode comegar com zero.

PROBLEMA 3
Entre 15 nimeros reais distintos, 0 menor deles igual a 1, ndo ha trés que podem ser lados de
um tridngulo. Quais valores 0 maior dos 15 nimeros pode assumir?

PROBLEMA 4
O tridngulo ABC é reténgulo em A. Dentre os pontos P pertencentes ao perimetro do triéngulo,
encontre aquele que minimizaa soma AP + BP + CP.

PROBLEMA 5
Um quadrado de lado 3 é dividido em 9 quadrados de lado unitério, formando um
quadriculado. Cada quadrado unitério € pintado de azul ou vermelho. Cada cor tem

probabilidade % de ser escolhida e a cor de cada quadrado € escol hida independentemente das

demais. Qual a probabilidade de obtermos, apos colorirmos todos os quadrados unitérios, um
guadrado de lado 2 pintado inteiramente de uma mesma cor?

PROBLEMA 6
Calcule asoma

n 2k+1 21 22 23 24 2n+1

= + + + b —
%32 +1 3+1 F+1 3F+1 F+1 ' 41
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Solucgdes Nivel 3 — Primeira Fase

SOLUGAO DO PROBLEMA 1:

C

As alturas que passam por B dos triangulos ABC e ABM sdo iguais adistanciad de B areta AC,

AM -d
logo YBABM __ 2 _AM _1_ sea ABM =Llaea ABC =1 .100-50.
&ea ABC AC-d AC 2 2 2
2
Analogamente, f;xrea ABP = BP. Pelo Teorema das bissetrizes,
area ABM BM
BP_AB_10 10 2 o_3pp
PM  AM 30 15 3 2
Logo
aea ABP _BP ___BP _ Bz - SBP _2_, &ea ABP=2&ea ABM = 2.50= 20,
aea ABM BM BP+PM pp_ Spp Opp 5 5
2 2
SEGUNDA SOLUCAO:
Sga 2a = Z/BAC. Temos
AB- AC-senZa :éreaABCclo'So'Senza 100
2 2
& senZa :E
3
Além disso,

area ABP + area PAM = area ABM
AB- AP -sena N AP-AM -sena  AB- AM -senZa
2 2 2
< AP-sena (AB+ AM) = AB- AM -senZa

< AP-sena 10+@ =10‘§'E
2 2 3

< AP-sena =4

Logo area &rea ABP = &24 =20.
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CRITERIO DE CORRECAO:

Primeira Solugéo:

e Calcular aédreade ABM [4 pontos]

e Obteve Ezg ou equivalente BP ou PM ou BM , €tc [3 pontos]
BM 5 PM BP BP

e Concluiu: [3 pontos]

Segunda Solugéo:

e Calculou senza [3 pontos]
e Obteve AP-sena [5 pontos]
e Concluiu [2 pontos]

Atencao: ndo somar as pontuacdes dos dois critérios!

SOLUCAO DO PROBLEMA 2:
Vejaasolugdo e o critério de correcdo do problema 6 do Nivel 2.

SOLUCAO DO PROBLEMA 3:

Sejam a, b, ¢ reais positivos tais que a<b<c. Esses nimeros sdo medidas dos lados de um
tridngulo se, e somente se, c<a+b. Ou sga, ndo sdo se, e somente se, c>a+h.

Assim, sendo 1= X, < X, < X; < X, <...< X 0S nUmeros dados, devemos ter:

X3 2 X+ X
X, > X + X,

X5 2 Xy + X3

De fato, esse sistema de desigual dade equivale a ndo haver trés que podem ser lado de um
triangulo. Observe que se, i < j <k, X <X; +X, entdo X <X, + X _,.
Considere a seqiénciade Fibonacci (F, =0,F, =1 e F ,=F,., +F,,n>0),
Xy 2 X + X
Xy 2 X+ X% 2 X, + X + X =2X, +X;
Xg = X, + X3 2 2%, + X + X, + X = 3X, + 2X;;
Xg = X + X, 23X, + 2X + 2X, + X = 5X, +3X;
parece que x, > F X, +F, ,x e com efeito,
X2 2 Xt X 2R X%+ Ry - X+ R %+ R, x =
Fk+1 X+ Fk X
Portanto, sendo x, =1+x,x >0,
X5 > Fy - % + Fg- % =377 (1+X) + 233-1= 610+ 377X.
Como podemostornarx tao pegueno quanto queiramos, 0 maior dos 15 nimeros pode assumir
gualquer valor real maior do que 610.
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CRITERIO DE CORRECAO:

Escrever que as medidas a<b < cndo podem ser lados de um tridngulo se, e somente se,
c>a+b. 2 pontos.

Escrever o sistema de desigual dades:

X3 2 X+ %
X, 2 X5+ X,
X5 2 Xy + X
1 ponto.
e Observar que esse sistema equival e as condic¢des dadas no problema, ou sgja, ndo é
necessario considerar outras desigual dades. 2 pontos.
e Apatirde x,>2F, _,-x+F,,-% ou x, > F, ouestimando os termos até x,, provar que
X5 > 610. 3 pontos.
e Veificar que, realmente, paratodo X, > 610 é possivel construir tal sequéncia de nimeros.
2 pontos.
SOLUCAO DO PROBLEMA 4: C
Sgam a, b, ¢ as medidas dos segmentos BC, AC e AB,
respectivamente.
Consideraremos separadamente os casos em gue P esta em AC,
em AB eem BC.
Se P esta em AC, entdo AP + CP = b. Ent&o, minimizar AP + a
BP + CP reduz-se a minimizar BP. Isso ocorre quando P
coincide com A, pois a menor distancia entre um ponto e uma b
reta € determinada pelo pé da perpendicular tragada a partir
desse ponto.
Nesse caso o valor minimo de AP+ BP + CP é b+ c.
O caso em que P esta em AB é inteiramente ana ogo. L
Suponha, agora, que P estd em BC. Etéo BP + CP = a, ou sga, A c B
minimizar AP + BP + CP reduz-se a minimizar AP.
Isso ocorre quando AP é perpendicular a BC.
Essa medida esta representada por d no diagrama ao lado. Nesse C
caso, o minimo de AP + BP + CP éa + d.
Assim, para completar aresolucéo da questdo, basta comparar
atdeb+c.
Temos, entdo, vérias maneiras de concluir a resolugao. a
Umamaneira
Observequeb—'zcz%c)bc=ad ea’=b*+c’. b
Logo
(a+d)?=a?+2ad +d? =% + ¢ + 2bc+ d? = (b+C)2 + d? d
e, como d*>0,(a+d)’>(b+c)> < a+d>b+c. A 9 5
c

Outramaneiras d =c-senq; b=a-senq.

Logo (a+d)—(b+c)=a+c-seng—a-senq-c=(a—c)(1-senq)>0,istoé, a+d>b+c.
Resposta: O ponto que minimiza AP + BP + CP é P = A (nesse caso AP + BP + CP = b + ¢).
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CRITERIO DE CORRECAOQ:

e Provar que se P esta sobre AC ou AB, entéo devemoster P = A. [2 pontos]
e Provar que se P esta sobre BC, entdo P deve ser a projecéo de A sobre BC [2 pontos]
e Demonstrar quea+d>b+c. [Até 6 pontos]

Obs.: Caso 0 estudante considere pelo menos um dos seguintes fatos:
c=ad;d=c-seng;b=a-senqg, eledevereceber pelo menos 2 pontos.

SOLUCAO DO PROBLEMA 5:
O quadrado de lado 2 pode ser

7

E—

—

R

ou ou ou

| _

/W'

.

A probabilidade de cada um desses quadrados de lado 2 ser inteiramente de uma mesma cor é
4
2: (%) . Observe que todos os quatro quadrados unitérios devem ser da mesma cor azul ou

vermelho. Os demais quadradinhos podem ser de qualquer cor.
Algumas configurac@es sdo consideradas pelo menos 2 vezes:

% W AW A
u
-

e
HEEEN

. |
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| _

Pelo Principio da Inclusdo-Exclusdo, a probabilidade pedida &
4 7 6 8 9
4.2. 1 _2.2. 1 —4.2. lj +4.2. 1 —2. 1 Z@ZE_
2 2 2 2 2 512 256

Outras solucdes podem envolver a seguinte divisdo em casos. representando as cores possiveis
or f7A e deixando em branco os quadradinhos em gue as duas cores sd0 permitidas.
p E , q q p

Assim os casos favoraveis sao:
1) Com um unico quadrado de lado 2 monocromético.

_

. % 2 4 = 64
T. | | tabuleiro

=vermelho
0u vice-versa)

R

.

- W

2.2°.4=32

% .
64 + 32 + 32 + 8 = 136 ao todo

2) Com exatamente dois quadrados de lado 2 monocromaticos.
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%

2+ 8+ 4 =44 30 todo

3) Com exatamente trés quadrados de lado 2 monocromaticos.

7

.

O total de casosfavoraveis €, portanto,
136 +44+8+2=190

e aprobabilidade é @:E
2° 256

Contando os casos ndo favoraveis:

% .
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222 4=32

2-22=64
_

.| 222 4=64

2-2*.4=128

_

- 2.2=3
|

O total de casos nédo fatoréveis €, portanto, 2 + 32 + 64 + 64 + 128 + 32 = 322

E a probabilidade pedida é 1—292 = 2
2° 256
CRITERIO DE CORREGAO:
Solucéo via inclusio-exclusdo (ou algumaidéia equivalente)
e Considerar configuragdes que tem pelo menos um quadrado [2 pontos]
e Subtrair aguelas que tém pelo menos 2 quadrados e, portanto, foram contadas pelo menos
duas vezes. [3 pontos]
e Somar aqueles que tém pelo menos 3 quadrados e, portanto, foram contadas pelo menos 3
Vezes. [3 pontos]
e Concluir [2 pontos]

Solucéo via obtencao direta dos casos favor aveis.
Atencéo: caso o estudante tente essa abordagem e ndo chegue a resposta correta, sua nota nao
deve ultrapassar 6 pontos.

Mostrar que existem 136 configuracdes com exatamente um quadrado monocromético.

[4 pontos]
Mostrar que existem 44 configuragdes com exatamente 2 quadrados monocrométi cos.

[2 pontos]
Contar as configuracbes com exatamente 3 e com exatamente 4 quadrados
MOoNOCroméati cos. [0 (zero) pontos]
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e Concluir [4 pontos]
Solucdo via obtencao direta dos casos ndo favoraveis.

Atencao: caso 0 estudante tente essa abordagem e ndo chegue a resposta correta, sua nota ndo
deve ultrapassar 6 pontos.

e Dividir um subcasos, levando em conta que os Unicos quadrados monocromaticos

possiveis tém a mesma cor da casa central. [3 pontos]
e  Obter entre 200 e 250 configuragdes (sem repeticoes!) [1 ponto]
e  Obter menos de 200 configuragtes [0 (zero) pontos]
o Obter pelo menos 250 configuragdes (sem repeticoes!) [3 pontos]

Atencao: nos trés Ultimos critérios, 0s pontos ndo se acumulam.

SOLUCAO DO PROBLEMA 6:
Analisando casos pequenos:

21212 2

311 4 4 0 341

2,2 3%, 4, 2
3+1 F+1 40 40 3 +1- (3 +))
2! 2 2> 3272 8 2

+ + = =1- =1-
3+1 F+1 3F+1 3280 3280 @+D-(3+1)-(3'+)
(Observe gue ndo compensaria simplificar as frages. 1sso é comum quando queremos

descobrir um padréo.)
Parece ent&0, que podemos conj ecturar que

n 2k+l 2n+1
=1- _
;S”H @ +D) - (F+DE +1)...(F +))
Simplificando um pouco essa expressdo antes de tentar demonstré-la.
@ -DE+H(F+D(3 +D..(F +1)

G +DF+D(3 +1)...(F +1) =

3-1
(F-)EF+YE +D.(F +) _(F-9E+D.F +D)_ _F -1
2 > =
. n 2k+1 2n+1 2n+2
Ou :1_ 1 = - n+1
%a‘l kzOSZK_l_l 32n+ _1 32 _1
2

Podemos agora demonstrar nossa conjuectura pelo uso direto do Principio da Indugéo Finita ou
considerando que, se descobrirmos f(k) tal que

izf(kle)—f(k),
F +1
y 2 =i[f(k+1)—f(k)=

e |

fFO-fO+f@RQ-fO+..+ f(n+D)—-f(n)=f(n+2) - f(O)
k+1
(f éaintegral discreta’ de —— )
F +1
Levando em conta novamente nossa conjectura, podemos inferir que
k+1

f(K)=——> e defato,
F -1
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k2 . oK+l __2k+2+2k+1(32k +1) ~ 2k+1(32k +1-2) ~ oK+l
21 F o1 F 4@ o) F N - F 41

f(k+D) - f(k)=—

Portanto

n k+1 _on+2 _ n k+1 n+2

PO TR J( —( =z ]@Z% 1=
03 +1 F -1 (F -1 03 +1 ¥ -1

Outra maneira de concluir aresolucso:
Como escrevemos anteriormente, uma vez conjecturada a expressao correta, podemos
demonstra-lapelo P.I.F.
Base de induc&o: Paran =0.
0, 2kt 2" 2 1

k:032k+1_320+1 Z E'
2
-2 4 4.1
F-1 8 2

Passo indutivo: Supondo que
n 2k+l 2n+2
1

2n+1

|<:032k +l_ _3

-1
nil  ok+l n+2 n+2 2 (2" n+3
Ternosz 2k =1- %1 + %1 =1- 2n+2 : (3 n+1+l) (3n+1 1) =1- %2 .
0¥ +1 F -1 F +1 (F -1-(3 +1 F -1
Isso completa a nossa demonstragéo.
CRITERIO DE CORRECAO:
n 2k+1 2n+l
e Conjecturar que z ——=1- - : [3 pontos]
03 +1 @ +D(F +)(3 +D)..(F +)
n 2k+1 2n+2
e Conjecturar que » ——=1-——. [6 pontos]
0 F +1 F -1
Atencdo: nos doiscritérios acima, os pontos ndo se acumulam.
n k+1 2n+2
e Concluir, ou sgja, demonstrar que —=1-— [4 pontos]
é F +1 F -1
e Tentativas que ndo levam a alguma conjectura correta [0 (zero) pontos]
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