XXIl OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Segunda Fase — Nivel 2 (72. e 82. séries)

PROBLEMA 1
Qual é o menor inteiro positivo que € o dobro de um cubo e o quintuplo de um quadrado?

PROBLEMA 2

De quantas maneiras diferentes podemos construir um paralelepipedo usando exatamente 216
blocos cubicos de medidas 1 x 1 x 1?

Obs: Blocosde dimensdes2 x 3x 36 e 2 x 36 x 3 devem ser considerados iguais.

PROBLEMA 3 £ c
No reténgulo ABCD, E é o ponto médio do lado
BC e F é 0 ponto médio do lado CD. A intersecéo

deDEcomFB éG. E
O angulo EAF mede 20°. Quanto vale o angulo
EGB ? A 5
PROBLEMA 4
O reténgulo ao lado estd dividido em 9
quadrados, A, B, C,D, E, F, G, H el. O quadrado D
Atemlado 1. !
Qual éolado do quadrado I?
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PROBLEMA 5
Listamos os inteiros de 1 a n. Desta lista apagamos o inteiro m. A média dos n — 1 nimeros
134

restantes é H . Determinenem.

PROBLEMA 6

O campeonato Venusiano de futebol é disputado por 10 times, em dois turnos. Em cada turno
cada equipe joga uma vez contra cada uma das outras. Suponha que o Vulcano FC venca todas
as partidas do 1°. turno. Caso ndo venga o 2°. turno, o Vulcano FC jogara uma fina contra o
vencedor do 2°. turno, na qual terd vantagem caso faga mais pontos que o adversario durante
todo o campeonato (vitdriavale 3 pontos, empate vale 1 ponto e derrota O pontos).

a) Determine o menor n tal que, se 0 Vulcano FC fizer exatamente n pontos no segundo turno,
garantira pelo menos a vantagem na fina (independente de contra quem e com que placares
conquiste 0s n pontos).

b) Determine o menor n tal que, se 0 Vulcano FC fizer pelo menos n pontos no segundo turno,
garantira pelo menos a vantagem na fina (independente de contra quem e com que placares
conquiste 0s n pontos).



SOLUCOES DO SEGUNDO NIVEL

Solucéo do Problema 1

Decomponha N em primos = 2%3%...

Dobro de um cubo quer dizer que todos os a; sdo multiplos de 3 exceto a, que deixaresto 1 na
divisdo por 3.

Quintuplo de um quadrado quer dizer que todos S0 pares exceto as.

Os menores exponentes possiveis sdo entdo a, = 4; a; = 3 eosoutrosaz = a; =...= 0.

Resposta: N = 2* 5° = 2000.

Solucéo do Problema 2

Sejam a<b<c as medidas do paralelepipedo. Temos entéo que a, b e ¢ sdo inteiros positivos
e abc=216.

Como a-b-cza-a-a<a<6ea|2l6, temos a=1, a=2,a=3, a=4o0ua==6.

Se a=1, temos b-c=216. Aspossibilidades neste caso sdo b=1 e c=216; b=2 e ¢=108;

b=3ec=72b=4ec=54 b=6ec=36b=8ec=27,b=9ec=24;, b=12 e c=18.

Se a= 2, temos b-c=108, com b>2. Temos  entdo as  possibilidades
b=2ec=54b=3ec=36

b=4ec=27,b=6 e c=18 b=9 ec=12.

Se a=3, temos b-c=72, com b>3. Temos entdo as possibilidades
b=3ec=24b=4ec=18;

b=6ec=12, b=8e c=09.

Se a=3 temos b-c=72,com b>3. Temos entdo as possibilidades
b=3ec=24b=4ec=18

b=6ec=12, b=8e c=9.

Se a=4, temos b-c=54, com b>4. Neste caso, temos uma so solugdo, queé b=6 e c=9.

Se a=6,aUnicasolucéo € b=c=6.

Temos, assim, 19 maneiras de construirmos o paral el epipedo.

Observacao: pode-se verificar que o niUmero de solugdes de b.c = r, com b<cnaturas, é

d(n)

{T} onde [x]denota o menor ndmero inteiro maior ou igual a x e d(n) é o nimero de

divisores de n. Assim, b-c:216tem[@}:8 solugdes; b-¢c=108 com b>2 tem

{@}—1:53@9@5 (descontamos agui a solugdo b= 1e c=108); b-c=72 com

b>3 tem [@}—2:4 solucbes (eliminamos b=5ec=72eb=2 e c=36);

b-c=54 com b>4 tem [@}—Cﬁl solugdo (diminamos b=1, b=2eb=3) e

b-c=36 com b>6 tem {@}—4=1 solugdo (eliminarse b =1, 2,3 ou 4).



Solugéo do Problema 3:

F N N
¢ ) FAD=FBC=x
G R K = X+y=70°

2) EAB=EDC=y
X 4 X DEC=90°-y=q+X
90° - (x+y)=gq =>q =20°

Solucgéo do Problema 4

Sgax olado deB. O lado de

C =x-1, D=x+5, E=x-1, F=x-2, G=4, H=2x-3,
| = x+ 9 (=D + G) mastambém é3x- 9 (=F + H - G).
Assmx+9=3x-9ex=9.Donde, oladodel €18.

Solucgéo do Problema 5:

A média aritmética dos inteiros de 1 a n é (n+1)/2. Quando se apaga um destes nimeras, a
menor média possivel é adosnimerosde 1 a(n-1), que én/2, eamaior é ados nimerosde 2 a
n, que én/2 +1.

Logo, deve-se ter n <12£ < n +10 que fornece 22i <n< 24i e, portanto, n éigua a 23
2 11 2 11 11

ou 24. Mas a média dos numeros restantes € uma fracdo de denominador 11. Logo, a
guantidade de nimeros que restam no quadro deve ser multipla de 11. Portanto, n s6 pode ser
igual a23.

Finalmente, a soma dos nimeros gque restam é 22 x 12 2/11 = 268.

A somados nimerosde 1 a23 €23 x 12 = 276.

Logo, o nimero apagado foi m =276 — 268 = 8.

Solucgéo do Problema 6:

No pior caso, 0 2°. colocado do 1°. turno faz 24 pontos no 1°. turno. Se o Vulcano FC fizer 23
pontos no 2°. turno, ele ganhara 7 jogos e empatara 2, e o 2°. colocado no 1°. turno chegara a
um méximo de 25 pontos (pois no maximo empatarda com o Vulcano FC) no segundo turno.
Assim, 0 Vulcano FC tera vantagem na decisdo, nesse caso.

Note que se o Vulcano FC fizer 24 pontos no 2°. turno perdendo para o 2°. colocado do 1°.
turno, este pode fazer 27 pontos no 2°. turno e ganhar a vantagem para a deci so.

Se 0 Vulcano FC fizer 22 pontos ou menos e o Klingon FC tiver feito 24 pontos no 1o. turno
podera fazer 27 pontos no 20. turno, somando 51 pontos, mais que 0s 49 (ou menos) pontos do
Vulcano FC.

Assim, aresposta da segunda pergunta é n = 25, enquanto a resposta da 1%, pergunta é n = 23.



