XXII OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Terceira Fase — Nivel 3 (Ensino Médio)

PROBLEMA 1:

Em uma folha de papel aretar passa pelo canto A dafolha e forma um angulo o. com a borda

horizontal, como nafigural. Paradividir este &ngulo a. em trés partesiguais, executaremos as

seguintes construcdes:

a) inicialmente, marcamos dois pontos B e C sobre a borda vertica de modo que AB = BC;
pelo ponto B tracamos areta s paraelaaborda (figura 2);

b) aseguir, dobramos o papel, g ustando-o de modo que o ponto C coincida com um ponto C’
sobre aretar e o ponto A coincida com um ponto A’ sobre a reta s (figura 3); chamamos
de B’ o ponto com o qual B coincide.

Mostre que as retas AA’ e AB’ dividem o angulo o em trés partesiguais.
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PROBLEMA 2:

Seja s (n) a soma de todos os divisores positivos de n, onde n é um inteiro positivo (por
exemplo, s (6)=12 e s (11)=12). Dizemos que n € quase perfeito se s (n)=2n-1(por
exemplo, 4 é quase perfeito, pois s (4) =7). Sggam nmodk o resto da divisdo de n por k e

s(n)=2nmodk(porexemp|o: s(6)=0+0+0+2+1+0=3e9(11)=0+1+2+3+1+5
k=1

+4+3+2+1+0=22).

Prove que n équase perfeito se, esomentese, s(n) = s(n —1).

PROBLEMA 3:
Sgjaf umafuncdo definida nos inteiros positivos da seguinte forma:

Dado n, escrevemos n= 22 - (2b+1), comaeb inteiros e definimos f (n)=a’ +a+1.
Determine o menor inteiro positivontal que f (1) + f(2) +...+ f (n) >123456.

PROBLEMA 4:

A avenida Providénciatem infinitos semaforos i gualmente espacados e sincroni zados.

A disténcia entre dois seméforos consecutivos € de 1.500m. Os seméforos ficam abertos por 1
min 30s, depois fechados por 1 min, depois abertos por 1 min 30s e assim sucessivamente.
Suponha que um carro trafegue com velocidade constante igual a v, em m/s, pela avenida
Providéncia

Paraquais valores de v é possivel que o carro passe por uma quantidade arbitrariamente grande
de semaforos sem parar em qualquer um deles?



PROBLEMA 5:
Sgja X o conjunto de todas as sequéncias a=(a;,a,,...,ay) tas que a {012} se
1<i <1000 e a; €{0,} se1001<i<2000. Dados a e b em X, definimos adistancia d(a,b)
entre a e b como sendo o nimero de valores dei, 1<i <2000, tais que a #b,. Determine o
nimero de fungbes f:X —>X que preservam disténcia, isto & tais que
d(f(a), f(b))=d(a,b), paraquaisquer a e b em X.

PROBLEMA 6:
Sgja C um cubo de madeira. Para cada um dos 28 pares de vértices de C cortamos o cubo C
pelo plano mediador dos dois vértices do par. Em quantos pedacos fica dividido o cubo?

Nota: Dados dois pontos A e B no espaco, o plano mediador de A e B € o conjunto dos pontos
do espaco cujas distancias a A e B sdo iguais. Em outras palavras. € o plano perpendicular ao
segmento AB passando pelo ponto médio de AB.



XXII OLI~MPI'ADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
SOLUCOES
Terceira Fase — Nivel 3 (Ensino Médio)

PROBLEMA 1: ,
SOLUGAO DE MARTHA PRISCILLA ARAUJO DE MORAES (FORTALEZA - CE)

Veaque AP= AP, ent3o AAA P éisosceles. Sga PAA=a entfio AA'B=a(BA// AP).
Note que AAPX = AA'PX,

Dai:
XAP = XA'P
a + XAA=2a
XAA'=a
Agoraobserve que:

BAX =90 - 2a —» BXA=2a
BAX =90—2a — B'XA=2a

~

Donde segue que os pontos A, X, B' sdo colineares Como CB=C'B',AB=AB' e
CB = AB,temosque C'B'= A'B'.

Entdo AB' € mediana e alturado AC' AA', sendo, consequentemente, bissetriz do AC' AA'

Dai: C'AB'= B'AA'= PAA'=a.



PROBLEMA2:
SOLUGAO DE FABRICIO SIQUEIRA BENEVIDES (FORTALEZA - CE)

Fixen. Sga a, =nmodi e b, = nmodi
Temos s(n)=> a e s(n-1)=>b,
i=1 i-1
Vegaque se d|n, por definicdo, a; =0, eque n=0(modd) = n—-1=-1(modd) = b, =d -1
(jaque 0<by <d-1)(inclusivesed =1)
Alémdissose tXn,a >0eefacil verque b, =a, —1.

Sendo assim:

s(n) =s(n— 1)<:>Za —Zb eYag+y.a+a, =y b+ b e (d—a)=)a-b
djn tXn djn tXn d|n tin
d=n d=n

Z(d—l):21©

dn tIn

d#=n

Segjaf(n) o nimero de divisores de n. Temos:

dYA-D=>1>d->Y1=>1e(s()-n-(f(N-D=n-f(n)es(n)-n-f(n)+1=

djn tin djn djn tIn
d=n d=n d=n

=n-f(nN)os(n=2n-1
Demodo que s(n)=s(n—1) < s (n)=2n-1.

PROBLEMA 3:

SOLUGAO DE ULISSES MEDEIROS DE ALBUQUERQUE (FORTALEZA - CE)

Considere as representactes binarias dos nimeros, ex: 17 = (10001); 24 = (11000) e 5 = (101)
Sdannabase2igud a (...a..a;a,a,a,), onde & =0 ou a =LVieZ, se2' >n= a; =0.
n=2%.(2b+1) < a éaquantidade de zeros a direita na sua representacao binéria. Ex:

a p/o24é3,jaa=0p/ 17 e 5. Isto vem exatamente do que significa a representacdo de um
nimero em uma dada base. (*)

SgaS =fM)+ @2+ fQ)+..+ (2

Como a s6 depende da quantidade de zeros no final (*), temos que se 2! >n, n>1entdo
f(2! +n) = f(n), pois terdo a mesma quantidade de zeros a direita na base 2.

Assm S = f(D+ f@Q+.f2T -+ f RN+ R +D+ F(2"T+2) +..+ (29

S =(fD+f@Q+.+ fRT-D+ FRN+(FQ+ F (2 +..+ T2 -1)+ (29

S =(Sc) + (S - f(2h) + (29

Se=Sc1+Ss+|- (k=17 — (k=1 1]+ [k? + k +1]

S.=2-S,+2-k

S =2(Sc 1 +k).



Primeiros S
$=1,5=4,5=12, $=30, =68, 5= 146, §= 304, S;= 622, S= 1260, S = 2538,
Sio=5096, S;; = 10214, S;, = 20452, S;3= 40930, S;, = 81888, S;5= 163806

Sga gn)=f@Q+ f(2)+...+ f(n), provaremos  que g(n):fai -S, onde

N=(..2;...858,832,3)-

Sejaj o maior possivel, tal que a, =1.

n=2+a,_, -2+ . .+a-2+a, 2°

g =(f@Q+f@+..+ FR+(FQ +D+ (2 +2)+..+ f(2) +a_, -2 +..a)
gm=(S)+f@Q+f)+..+ f(a, 217 a,))

De modo andlogo, tomamos o maior j,, tal que j > j, e a; =1.

g =S, +(f@)+ f Q)+ FQ@+..+ FRP)+(fRP +D+..+ f(20 +a, -2 +. .+ a))
g =S; +(S5;)+(fQ+ f()+..+ f(a, - 20t 4 a,))

De maneira andloga, fazemos (vamos baixando) paratodos os ays= 1.

Como & =1ou a =0, podemos escrever g(n)=> & - S
i=1
Paratermos o menor n, tal que g(n) >123456
Temos que conseguir uma soma de S, >123456, com os menores K's possivels, pois isto se
refletira em (...a;...a,aa@,) com 0S menores i's possiveis. Mas isto & uma tarefa facil se
tomarmos os S's cal culados na pégina seguinte e também sabendo que:
S5>2-5,>5,+25,.>5,+S,+S553+..+S
Dai, temos que a soma procurada €:
Su+S3+S, +S, +S, =81888+ 40930 + 622 + 12 + 4 =1234456
Assim, o menor ntal que g(n)>123456 € (110000010000110),
n=2"+2% 427 1224 2" =16384+ 8192+ 128+ 4+ 2
n=24710
O menor inteiro positivo, tal que f (1) +...+ f(n) >123456 € 24710.

PROBLEMA 4:
SOLUGCAO DA BANCA
Suponha que no tempo 0 os sinais se abram e que o carro passe pela primeira vez por um sinal

no tempo t, > 0(mediremos o tempo sempre em segundos). Os sinais estardo abertos entre os
tempos 150k e 150k + 90 e fechados entre os tempos 150k + 90 e 150(k + 1), para todo inteiro

. - 1500 - . -
k. O carro passara pelos sinais nos tempos t, + ——r , paratodo inteiro r,. Assim, a condi¢cdo
v
L - : . t, 10 :
necessaria e suficiente para que o carro encontre sempre o sinal aberto € que 10 +—r sga
%
igual aum inteiro mais um nimero entre 0 e g paratodo r inteiro. Isso é claramente possivel

se 10 é inteiro (com qualquer t, entre 0 e 90) e se 10 € a metade de um inteiro impar (com
v v

qualquer t, entre 0 e 15).



Vamos mostrar que esses sao 0s UNiCcos casos possives.

— 20 . . - : .
Primeiro mostraremos que se — ndo é igual a um inteiro mais um numero pertencente a
%
2 .10 . o 2
O'E sga—=]+a,comjinteiroea e[O,l). Se O<a <§,tomamos ro =1
%
1 3 1
Se5<a <§’23 =1+b, comO<b <§’ etomamos r, = 2.
Se g<a <l tomamos b =1-a e k inteiro tal que kb <l<(k+1)b. Como b <§,temos

kb >g, e podemos tomar r, = k.

Se %sa <%, temos g< g <?2a <1, epodemos proceder como no caso anterior.
Para finalizar, vamos mostrar que, nesses casos, existe k inteiro positivo tal que $+Ek é
\Y;

igual aum inteiro mais um elemento de (E ,1).

De fato, existe m inteiro tal que Er0=m+ b,com 0<b <§,eexiste ¢ e j inteiros com
\Y;

t N | t t .
9 4ib<j<—+(/+Db, donde —°+1—O£rozlm+—°+6b =(/m+ j-1)+g, onde
150 150 150 v 150

3

—<1l-b<g<l

5 g

Assim as possiveis velocidades sdo v = % m/ s, para cada inteiro positivo k.

PROBLEMA 5: )
SOLUGAO DE HUMBERTO SILVA NAVES (SAO PAULO - SP)

Vamos observar um caso particular primeiro:
Sabemos que:
d(f(0,0,0....,0), f (1,0,0,...,0)) =1

e d(f(40,0,..,0), f(2,0,0,0.,...,0)) =1

e d(f(2,0,0...,0), f(0,0,0.,...,0)) =1

Sga A= f(0,0....,0),B=f(10,0.,...,0))

e C=1(20,0...,0)

A=(a,a,,...,8yy) € B=(b,b,,....0) € C=(C;,Cy,..., Copo)
Deve existir um anico i, e N e 1<i; <2000, tal que:

g, #b, , vamos provar que i; <1000.

Deve existir um Unico i," tal que b '=c ' e sefosse i; =i, terfamos que d(A C)=2,um
absurdo, logo i, =i,

Logo temos:

A:(...,ail,...)

B=(..b ,..) ecomo a =#b #c =3 logo i, <1000.
Vamos provar gue se:
Xo=1(0,8,",85" ., 85000 ) = (X, Xp 0y Xop0) ENLEO X5 =3 .



Suponhamos por absurdo que x; # &; (por simetria, consideramos x; =D, )

Se d(AXx,)=m, entdo d(B;x,)=m+1 pois B=f(100,0,0,.,00e A=1{(0,0,0,..0)
Xo=f(0,a,",...;85000") Mas d(B, x,)=m-1 (pois x; =b, ) queéum absurdo, logo X, =a;
Anal ogamente provamos que se

Xy = L0, 05" By ") = (Yo Yirens Yooo) ENEO Y =by

Vamos generalizar o argumento (noés so fizemos para o 1°. termo):

Teoremal: Sga

A =1(0,0,...,0,0,...) =(ay,ay,---, 8y00)

B, = f(0,0,...,10,...) = (by, by,..., Drp00)

C, =1(00...,20.,..,0) =(cy,Cy,..., Ax0)

onde t <1000.

Entdo se X'= f (Xg, Xy ees X v+ X0000) = (Yo 1 Y1 Yoooo ) ENLEO

Y, =&, se x =0ondei; éposicio que mudade A para By)

y, =b, sex =1

Yi, =C, sex =2

Obs: é claro que i, <1000, a demonstragéo que i, <1000 é andogo ade que i, <1000.
Demonstracdo: Andloga a anterior (basta trocar algumas variaveis e copiar a demonstracéo
anterior).

E claro que iy,i,,...,I;000 S30 todos distintos. Na verdade (iy,...,i;000) € UMa permutacdo de
4,2,...,1000).

Consideramos agora as seguintes 2000-upl as.

A; = 1(0,0,...,0) = (81,8, Ax00)

B, = f(0,0,..,10,00.,...,0) = (b, ...,b,000) ONde j >1000

Sabemos que d(A;,B;)=1=3teN ta que

a, #b, eesset élnico!

E claro que t >1000 (pois se fosse t < 1000, existiria w<1000 tal que i, =t, um absurdo,
pois o valor de posi¢do w; daimagem é determinado exclusivamente pelo valor da posicéo w
da 2000-upla do dominio da funcéo t (devido ao teorema 1).

Vamos chamar esset de i i assim como fizemos anteriormente.

Sgia X'= f(Xgseey Xj 301 X2000) = (Yo 005 ¥ 5+ Ya000)

De forma andl oga a anterior, demonstramos que:

i, =& e X =0

Y, =bij se X; =1

Para contar 0 nimero de fungdes f: X — X, basta contar o nimero de permutacbes de
{1,2,...1000} vezes 0 nimero de permutacdes de {1001...,2000} x (3)°® x (2)*® que é
1000! x 10001 x 121°° pois para determinarmos umafuncdo f : X — X basta escolher:

(i1, i 5000 ) QuUe € uma permutacdo de (1,2,...,1000) € (i1001,-+i2000) CUE € UMa permutacdo de
(1001....,2000) e escolher os valores apropriados de (g b, ,c; ),para 1<t <1000 (1000
permutactes de {0,1,2}) ede (&, ,b; ), para 1001<t < 2000 (1000 permutagdes de {0, 1}).

1 7 0



PROBLEMA 6:

SOLUGAO DE CHRISTIAN WATANABE (ITAGUAI - RJ)

Plano mediador de dois vértices adjacentes (PMVA).

Existem 12 arestas, 10ogo séo 12 pares de vértices adjacentes,
mas 4 pares possuem 0 mesmo plano mediador. Portanto
sd0 12 : 4 =3 planos.

Plano mediador de dois vértices opostos de uma face

(PMVOF).

Plano mediador de dois vértices opostos (PMVO).

Repare que todos os planos mediadores juntos determina em cada face a seguinte figura:

¥ PMVO

PMVA —<a

PMVOF

Como o centro do cubo é intersecéo de todos
0s PMs e todas as intersecOes entre retas da
figura a0 lado sdo extremidades das
intersecbes entre PMs, ao ligarmos as
intersecbes entre PMs, teremos vérias
pirdmides cujo vértice comum € o centro do
cubo e as bases sdo os tridngulos da face.
Como sdo 16 x 6 = 96 tridngulos no total, o
cubo ficadividido em 96 piramides.



