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Ortocentro, Reta de Euler e a Circunferéncia dos 9 pontos

Propriedade 1. Seja O o centro da circunferéncia circunscrita ao tridngulo acutangulo ABC e seja D a pro-
jecdo de A sobre BC entdo /ZDAB=/0AC.
Demonstracao.

S

Seja AE um diametro. Além disso, ZABC = ZAE C. Portanto, /BAD = /ZEAC.

Propriedade 2. Seja ABC um triangulo com ortocentro H. Seja H, o simétrico de H em relagdo aolado BC
e seja H, o simétrico de H em relacao ao ponto médio de BC. Defina H,,, H,, H, e H/ analogamente. Entao
H,, H), H,, H;, H, e H! pertencem a circunferéncia circunscrita ao tridangulo ABC e AH, BH, e C H, sao
didmetros.

Demonstracao.

Seja H, aintersec¢do da altura AD com a circunferéncia circunscrita ao tridngulo ABC. Temos que ZH, BC =
/H,AC =/HBD. Portanto, AHBD = AH,BD pelo caso ALA e, com isso, HD = H,D. Além disso, temos
que BM = CM e HM = H/M, em que H/ é o simétrico de H com relacdo ao ponto médio M de BC,
fazendo com que o quadrilatero H BH, C seja um paralelogramo e, comisso, /BHC = BH/C. Mas /ZBHC =
/FHE =180°—/ZA. Portanto, o quadrilatero ABH ; C éinscritivel, ou seja, H ; pertence a circunferéncia cir-
cunscrita ao triangulo ABC. Agora, D é ponto médio de H H,, M é ponto médio de HH,, e DM é base média
do triangulo H H,H,, e, comisso, H,H,, || D M. Portanto, H,H 1 AH, e, dessa forma, AH,, é um diametro.
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Propriedade 3. O ortocentro, o baricentro e o circuncentro de um tridngulo, ndo equilatero, sao colineares.
A reta determinada por esses pontos é chamada de Reta de Euler.

Demonstracao.

AB
Sejam M e N os pontos médios de BC e AC, respectivamente. Entdao, M N || ABe M N = —. O teorema 1 da

aula 4 garante que ZBAD = Z0OAC. Como O é o circuncentro entdo OA= OC e, com isso, ZOAC = ZOCA.
O quadrilatero M C N O € inscritivel entaio ZOCA=4ZNCO=Z0OMN e ZM ON =180°—ZAC B. Além disso,

o quadrilatero D C E H também é inscritivel e, com isso, ZDHE = 180°—ZACB. Como /DHE = /AHB
AB AH
concluimos que o tridngulo AH B é semelhante ao tridngulo M N O e, com isso, MN-OM- 2. Temos que
AG
/HAG =/ZGM O pois AH é paralelo a OM e, como G é o baricentro, oM = 2. Portanto, o tridngulo AHG é

semelhante ao tridngulo GM O e, com isso, ZHGA = /M G O provando entdo que H, G e O estdo alinhados
e HG=2GO.

—l
D

B

Propriedade 4. Os pés das alturas de um tridngulo, os pontos médios do trés lados e os pontos médios dos
segmentos que ligam os vértices ao ortocentro estdo sobre uma circunferéncia chamada Circunferéncia dos
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9 pontos.

Demonstracao.

Queremos provarque M, L, P, D, E, F, R, S e T sdo conciclicos. E suficiente provar que R e D estdo sobre
a circunferéncia circunscrita ao tridngulo M LP, pois o restante é andlogo. Considere a circunferéncia I' de
diametro RM. E facil ver que D pertence aT". Por outrolado, RL||HC, LM || ABe HC L AB, o que implica
que ZRLM =90°. Portanto, L (e por simetria P) pertence aTl.

P

Propriedade 5. O centro da circunferéncia dos 9 pontos é o ponto médio do segmento formado pelo orto-
centro e pelo circuncentro.

Demonstracao.
Seja RM um didmetro da circunferéncia dos 9 pontos e seja N a interse¢cdo de RM e OH. Como R é

ponto médio de AH entdo RH = OM. Além disso, AH || OM. Portanto, ARHN = ANOM, RN =NM
e HN =0ON.
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Propriedade 6. Seja AB C um triangulo e seja I sua circunferéncia circunscrita. Prove que as circunferéncias
circunscritas aos tridngulos BHC, CHA e AH B possuem o mesmo raio deT.

Demonstracao.

Seja R a medida do raio da circunferéncia circunscrita ao triangulo ABC e R, o raio da circunferéncia cir-
cunscrita ao tridangulo BH C. Aplicando lei dos senos nos triangulos ABC e BH C temos que:

BC —2R
sinZA~
e
BC —oR
sin/BHC "

Mas /BHC =/ZFHE =180°—ZA e sin(180° — ZA) =sin ZA. Portanto, 2R =2R;, < R =R,.
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1. (Putnam) Um retdngulo HOM F tem lados HO =11 e OM = 5. Um tridngulo ABC tem H como
ortocentro, O como circuncentro, M o ponto médio de BC e F o pé da altura relativa ao vértice A.
Determine o comprimento de BC.

2. (OCM) Seja ABC um triangulo e sejam D, E e F pontos sobre os lados BC, C Ae AB, respectivamente,
taisque ZBAC=ZEDF e ZACB = /D F E. Mostre que o ortocentro do triangulo D E F coincide com
o circuncentro do triangulo ABC.

3. (Roménia) Seja ABC um tridngulo e seja H um ponto em seu interior tal que ZHAB = /ZHCB e
/HBC =/HAC. Prove que H € o ortocentro do tridngulo ABC.

4. (Teste IMO Brasil) Seja ABC D um quadrildtero inscritivel e M, N os ortocentros dos tridngulos ABC
e ABD, respectivamente. Prove que M N CD é um paralelogramo.

5. (Balcanica) Seja ABC um quadrilatero inscritivel e sejam H,, Hg, Hc € Hp os ortocentros dos trian-
gulos BCD, CDA, DAB e ABC, respectivamente. Prove que os quadrildteros ABCD e HyHg Hc Hp
sao congruentes.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

(Balcanica) Seja ABC um tridngulo acutangulo e sejam A, B; e C, os pés das alturas. A circunferéncia
inscrita no triangulo A, B, C, tangencia seus lados nos pontos A,, B, e C,. Prove que as retas de Euler
dos triangulos ABC e A, B, C, coincidem.

(Cone Sul) Sejam H o ortocentro do triangulo acutangulo ABC e M o ponto médio do lado BC. Seja
X o ponto em que areta HM intersecta o arco BC (que ndo contém A) da circunferéncia circunscrita
aABC. Seja Y o ponto de intersec¢do dareta BH com a circunferéncia, distinto de B. Demonstre que
XY =BC.

(Turquia) Seja ABC um triangulo tal que O € seu circuncentro e H seu ortocentro. Sejam A;, By e C;
os pontos médios dos lados BC, CA e AB, respectivamente. As retas HA,, H B, e H C; intersectam a
circunferéncia circunscrita do tridngulo ABC nos pontos Ay, By e C,, respectvamente. Prove que O,
H e H, sdo colineares se H, é o ortocentro do triangulo Ay B, Cy.

Seja ABC um triangulo e sejam H o ortocentro e o O o circuncentro do tridngulo. Se /ABH =/HBO =
/ZOBC e BH = BO determine a medida do angulo ZB.

(ITA) Em um tridngulo de vértices A, B e C, a altura, a bissetriz e a mediana, relativamente ao vértice
C, dividem o angulo ZBC A em quatro angulos iguais. Se ! é a medida do lado oposto ao vértice C,
calcule:

(a) A medida da mediana em funcédo de [.

(b) Os angulos ZCAB, ZABC e /BCA.

(Russia) Seja ABC um triangulo acutangulo tal que suas alturas BB, e CC; se intersectam em H, O é
seu circuncentro e A, é o ponto médio do lado BC. A reta AO intersecta o lado BC em P, enquanto
asretas AH e B, C; se intersectam em Q. Prove que as retas HA, e PQ sao paralelas.

(OBM) Pode - se provar que num tridngulo ABC, o tridngulo DE F com D, E e F sobre os lados BC,
C A e AB, respectivamente com perimetro minimo € obtido quando D, E e F sdo as interse¢oes das
alturas com os lados. Tal triangulo é o fridngulo érticode ABC. Se AB =13, BC=14e CA=15,0

‘a _— . a s . .
perimetro de seu tr1angulo ortico pode ser escrito na forma —, com a e b inteiros primos entre sl.

Determine o valorde a + b.

(China Western) Seja AB C D um quadrilétero inscrito em uma semicircunferéncia com didmetro AB e
centro O. Retas tangentes a semicircunferéncia nos pontos C e D se intersectam em E e as diagonais
de ABCD se intersectam em F. Seja M a intersec¢do de E F e AB. Prove que os pontos E, C, M e D
sdo conciclicos.

(OBM) Seja ABC um tridngulo acutangulo e H seu ortocentro. Sejam M, N e R os pontos médios AB,
BC e AH, respectivamente. Determine a medida do dngulo ZM N R se o angulo ZABC mede 70°.

(Itdlia) Um triangulo AB C acutangulo estd inscrito em um circulo de centro O. Seja D a interse¢do da
bissetriz de A com BC e suponha que a perpendicular a AO por D, corta a reta AC em um ponto P,
interior a AC. Mostre que AB = AP.
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(USAMTS) Seja w uma circunferéncia dada. Pontos A, B e C estdo sobre w de tal forma que o tridngulo
ABC é acutangulo. Pontos X, Y e Z estdo também sobre w de tal formaque AX L BCem D, BY 1 AC
emEeCZ 1 ABem F. Prove que o valor de

AX BY CZ
— =+
AD BE CF

nao depende da escolhade A, Be C.

Seja ABC um triangulo acutangulo, sejam E e F os pontos de interseccdo da circunferéncia inscrita
com os lados AB e AC, respectivamente, e sejam L e M os pés das alturas relativas aos vértices B e C.
Prove que o incentro I’ do tridngulo ALM coincide com o ortocentro H’ do tridngulo AEF.

(Sharygin) Uma reta passando pelo vértice A do tridngulo ABC e paralela a BC intersecta a circunfe-
réncia circunscrita de ABC pela segunda vez no ponto A;. Os pontos B, e C; sdo definidos de maneira
similar. Prove que as perpendiculares baixadas a partir de A;, B, e C; sobre BC, CA e AB sdo concor-
rentes.

(Sharygin) Seja BB, e CC; as alturas do tridngulo acutangulo ABC e A, o ponto médio de BC. As retas
Ay B, e AyC, intersectam uma reta passando por A e paralelaa BC em P e Q. Prove que o incentro do
triangulo PA,Q estd sobre a altura do tridngulo ABC.

(Sharygin) Sejam AH, e BH,, as alturas do triangulo ABC. Os pontos P e Q sdo as projecdes de H,
sobre AB e AC. Prove que areta PQ bissecta o segmento H, H,,.

Seja H o ortocentro de um tridngulo talque AH =p, BH=qge CH =r. Provequeaqr+brp+cpq =
abc.

(Russia) Seja ABC um tridngulo e I o seu incentro. Seja A; o ponto médio de BC e M; o ponto médio
do arco BC que contém o vértice A. Prove que ZIA;B=/I M‘;A.

(Sérvia) Sejam M, N e P os pontos médios dos lados BC, AC e AB respctivamente, e O o circuncentro
de um tridngulo acutangulo ABC. Os circulos circunscritos aos tridngulos BOC e M N P se intersec-
tam em pontos distintos X e Y no interior do triangulo ABC. Prove que ZBAX =ZCAY.



