XXII OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA 1%. Fase Olimpiada Regional
Primeira Fase — Nivel 2 BA-ES-GO-RJ-RN-SC-SP
10 de junho de 2000
- A duracéo da prova é de 3 horas.
- N&o é permitido o uso de calculadoras nem consulta a notas ou livros.
- Vocé pode solicitar papel para rascunho.
- Entregue apenas a folha de respostas.

1. Quantos nimeros inteiros e positivos menores do que 1.000.000 existem cujos cubos
terminam em 1?
A) 1.000 B) 10.000 C) 50.000 D) 100.000 E) 500.000

2. Uma fabrica embala latas de pamito em caixas de papel&o cubicas de 20 cm de lado, de
modo que cada caixa contém 8 latas. Para poderem ser melhor transportadas, essas caixas sdo
colocadas, da melhor maneira possivel, em caixotes de madeira de 80 cm de largura por 120
cm de comprimento por 60 cm de altura. O nimero de latas de pamito em cada caixote €

A) 576 B) 4.608 C) 2.304 D) 720 E) 144

3. Juliano colou uma bandeirinha cinza em cada engrenagem, como mostra a figura abaixo:

As engrenagens sd0 iguais e quando a engrenagem da esquerda girou um pouco, a sua
bandeirinha ficou na posi¢éo indicada com a bandeirinha branca pontilhada. Nesta condicéo,
podemqs afirmar que a posicdo da bqndei rinha na engrenagem da direita &
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4. Quatro amigos vao visitar um museu e um deles resolve entrar sem pagar. Aparece um
fiscal que quer saber qual deles entrou sem pagar.

— Eundofui, diz o Benjamim. — Foi o Carlos, dizo Mério.

— Foi o Pedro, diz o Carlos. — O Mé&io ndo tem razéo, diz o Pedro.
S6 um deles mentiu. Quem ndo pagou a entrada do museu?

A) Mario B) Pedro C) Benjamim D) Carlos

E) néo é possivel saber, pois fatam dados

5. Os 61 aprovados em um concurso, cujas notas foram todas digtintas, foram

disgtribuidos em duas turmas, de acordo com a nota obtida no concurso: os 31 primeiros foram
colocados na Turma A e os 30 seguintes na Turma B. As médias das duas turmas no concurso
foram calculadas. Depois, no entanto, decidiu-se passar o0 Ultimo colocado da Turma A paraa
TurmaB. Comisso:

A) A médiadaturmaA melhorou, mas adaB piorou.

B) A médiadaturmaA piorou, mas adaB melhorou.

C) As médias de ambas as turmas melhoraram.

D) As médias de ambas as turmas pioraram.

E) As médias das turmas podem melhorar ou piorar, dependendo das notas dos candidatos.

XXII Olimpiada Brasileira de Matematica — Primeira Fase



6. Notriangulo ABC representado ao lado, a medida B A

do angulo C é60° e abissetriz do angulo B forma
70° com a dturarelativa ao vértice A. A medida do
angulo A &

A)50° B)30° C)40° D)80° E)70°

7. Seaé&eado retngulo dado € 12, qual € a &reada figura sombreada?
| ] | |
I I

A)3 B) 4 C)5 D) 6 E)8

8. Alberto, Beatriz e Carlos correm numa pistacircular. Todos saem ao mesmo tempo e do
mesmo lugar, cada um desenvolvendo velocidade constante. Alberto e Beatriz correm no
mesmo sentido. Correndo no sentido oposto, Carlos encontra Alberto, pela primeira vez,
exatamente 90 segundos apds o inicio da corrida e encontra Beatriz exatamente 15 segundos
depois. Quantos segundos sdo necessarios para que Alberto ultrapasse Beatriz pela primeira
vez?

A) 105 B) 630 C) 900 D) 1.050 E) néo pode ser determinado

9. DEFG é um quadrado no exterior do pentégono regular ABCDE. Quanto mede o angulo
EAF?
A)9° B) 12° C) 15° D) 18° E) 21°

10. Quantos sd0 0s numeros inteiros de 2 algarismos que sdo iguais ao dobro do produto de
seus algarismos?
A)O B)1 C)2 D)3 E)4

11. Escrevem-se, em ordem crescente, 0s nUmeros inteiros e positivos que sggam multiplos de
7 ou de 8 (ou de ambos), obtendo-se 7, 8, 14, 16, .... O 100° nUmero escrito &
A) 406 B) 376 C) 392 D) 384 E) 400

12. Uma caixa contém 900 cartbes, numerados de 100 a 999. Retiram-se a0 acaso (sem
reposicdo) cartdes da caixa e anotamos a soma dos seus agarismos. Qual € a menor
quantidade de cartdes que devem ser retirados da caixa, para garantirmos que pelo menos trés
destas somas sgjam iguai s?

A) 51 B) 52 C) 53 D) 54 E) 55

13. Sex ey sd0 nUmeros reais positivos, qual dos nimeros a seguir € 0 maior?

2 2 X +y°
A) xy B) X +y* C) (x+y) D) x* +y(x +Y) E)Ty
14. Na figura, as distancias entre dois pontos horizontais consecutivos e as distancias entre
dois pontos verticais consecutivos sdo iguaisa 1. A regido comum ao tridngulo e ao quadrado
tem &rea
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. . . . . a . a+l
15. Sgjam a e b nUmeros reais positivostais que E< 1. Entdo ——

b+1
A)éigualaE +1. B) éigual ag. C)émenorqueg.
b b b
D) émaior que % mas menor que 1. E) pode ser maior que 1.

16. Em um jogo de duas pessoas, os jogadorestiram, alternadamente, 1, 2, 3, 4 ou 5 palitos
de uma pilha que inicialmente tem 1000 palitos. Ganha o jogador que tirar o Ultimo palito da
pilha. Quantos palitos o jogador que comeca deve tirar na sua jogada inicial de modo a
assegurar suavitoria?

A)l B) 2 C)3 D) 4 E)5

17. Quantos sdo os retdngulos que tém os pontos A eB como vértices, e cujos vértices
estdo entre os pontos de intersecdo das 9 retas horizontais com as 9 retas verticais da figura
abaixo?

A)3 B) 4 C)7 D)2 E)5

18. O emir Abdel Azir ficou famoso por varios motivos. Ele teve mais de 39 filhos,
incluindo muitos gémeos. De fato, o historiador Ahmed Aab afirma, num de seus escritos, que
todos os filhos do emir eram gémeos duplos, exceto 39; todos eram gémeos triplos, exceto 39;
todos eram gémeos quédruplos, exceto 39. O numero de filhos do emir €

A) 75 B) 48 C)51 D) 78 E) 111

19. De Itacimirim a Salvador, pela estrada do Coco, sdo 60 km. As 11 horas, a15 km de
Salvador, da-se um acidente que provoca um engarrafamento, que cresce a velocidade de 4
km/h, no sentido de Itacimirim. A gque horas, aproximadamente, devemos sair de Itacimirim
para chegar a Salvador a0 meio-dia, sabendo que vigiamos a 60 km/h, exceto na zona de
engarrafamento, onde a velocidade € 6 km/h?

A) 10h43min  B) 10h17min C) 10h48min D) 10h53min E) 11hOlmin
20. Colocamos em ordem crescente 0os nlmeros escritos nas casas brancas do tabuleiro

a seguir (estamos mostrando apenas as suas quatro primeiras linhas). Assim, por exemplo, 0
nono nimero da nossa lista é 14. Qual é o 2000° nimero da nossa lista?

1
2 |13 | 4
5|16 | 7189

110 |11 12 [ 13| 14| 15| 16 |

A) 3931 B) 3933 C) 3935 D) 3937 E) 3939
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GABARITO

Segundo Nivel (7% e 8°. séries)

1)D 6) D 11)E 16) D
2 A 7)D 12)C 17)E
3)A 8) B 13) C 18) C
4)B 9 A 14) D 19) A
5)C 10) B 15 D 20) D

RESUMO DAS SOLUCOES

1. D.-Vgaa solugdo do problema 17 do Nivel 1.
2. A.- Vgaasolugdo do problema 11 do Nivel 1.
3. A.- Vgaasolugéo do problema 10 do Nivel 1.
4. B.- Vegja a solugéo do problema 15 do Nivel 1.
5. C.- Vgaasolugéo do problema 18 do Nivel 1.

6. D.- Temos ABJ =H BJ =90° — 70° = 20°. Logo, A=180° — (60° + 40°) = 80°.
B

7. D.- Vgaasolucdo do problema 6 do Nivel 1.

8. B.- Sgiam v, Vi e V¢ as velocidades de Alberto, Beatriz e Carlos, respectivamente, e sgjad o comprimento da
pista. O tempo necessario para que Alberto acance Beatriz é

d d d
t= . Por outro lado, temos =0e =105.Assim, Vo +Vo =—, Vg +Vo =——
V, — Vg V, + Ve Vg + V¢ 90 105
€, portanto, V, — Vg = i—i = i Logo, o tempo pedido é t = L = 630 segundos
’ AP 90 105 6300 d '
630
9.A--
G
D,
C
B
A : . .. (5-2)180° o . 5
Lembrando que o angulo interno de um pentégono regular éigua a T =108, temos que AEF = 360° —
o o
108° — 90° = 162°. Como o tridngulo AEF éisdsceles com AE = EF, temos EAF = M =9°

10.- B Sgja (ab)io um inteiro de dois agarismos. Devemoster 10a + b = 2ab <> (2a- 1)(b-5)=5. Comoaeb
sdointeiroscoma>0e0<hb<9 temosque2a-1>0eassim 2a-1=5eb-5=1<a=3eb=6.Logoo
Unico inteiro satisfazendo as condi¢des do enunciado é 36.

11. E.- Vgaasolucéo do problema 19 do Nivel 1.
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12. C.- Existem 27 possiveis resultados para a soma dos algarismos (1 a 27). As somas 1 e 27 sb podem ser
obtidas de um modo cada (100 e 999, respectivamente). Assim, no caso mais desfavoravel, retirariamos 27 + 25
cartGes, e uma das somas aparecera pela terceira vez no proximo cartdo. Portanto precisamos de no minimo 53
cartdes.

3 3
13.C.- Temos (X—y)? >0 xy < x> —xy+y? X HY Assim, comoxy >0,
X+y
x*+y°
XYSE—2 =X —xy+ Y <X+ Y < X2+ xy+ Y =X+ Y(X+Y) < X2+ 2xy+ Y = (X+Y)?
X+Yy
14.D.-

AC 1 3 3
Temos que AACE ~ AFGE = T:E < AC = E .Logo BC = E - 1= —. Temos também que ABCD ~
BD 1/2 1 , A 111 1 3 . )
ACE= —=—— < BD=—.Logoa&eadotrignguloBCD é —-—-— = — eportanto a area desgjada é
1 3/2 3 223 12
1_u
12 12°
a a+1
15.D.-Comoa,b>0,temosB<1<:>a<b.Portanto,como a<b<:>a+1<b+1<:>n<1 e
+

a a+l1 a+l , a
a<beoatab<b+abe —<——, temosque —— émaior que — mas menor que 1.
b b+1 b+1 b

16. D.- Vega a solugéo do problema 16 do Nivel 1.

17. E.- O segmento AB pode ser um dos lados do retdngulo. H& 4 retdngulos que podem ser construidos com
propriedade. Se o segmento AB for umadiagonal do retdngulo podemos construir apenas um retangul o, totalizando
5 possibilidades.

18. C.- Vgaa solugéo do problema 14 do Nivel 1.

19. A.- Sgat o nimero de horas que devemos sair antes das 11h para chegar em Salvador ao meio-diae T o
tempo passado, em horas, até entrarmos no congestionamento. Assim, antes de chegar ao congestionamento
andamos 60(t + T) km. Em seguida, devemos passar por um congestionamento de extensdo 4T para depois de 15
km chegarmos a Salvador. Assim, 60(t + T) + 4T + 15 = 60 <> 60t + 64T = 45.

Assim, passamos t + T horas antes do congestionamento, demoramos 4T/6 = 2T/3 horas no congestionamento e
passamos mais 15/60 = %2 de hora até chegarmos a Salvador. Devemoster 1+t =t+ T+ 2T/3+ Y T=9/20 h.
Logo 60t = 45— 64 - 9/20 = 16,2 min e portanto devemos sair aproximadamente as 10h43min.

20. D.- Nas n primeiras linhas, temos 1 + 3 + 5 + ... + (2n — 1) = n® nimeros, dos quais 1 + 2 +3 + ... + n =

@ estdo em casas brancas. Como 62-63 <2000 < 63-64

, temos que o 2000° niimero esti na 63°

linha. Como = 1953, concluimos que o niimero procurado é o (2(2000 — 1953) — 1)° = 93° nimero desta

linha. Enfim, como o Ultimo termo da 622 linha é 627 = 3844, temos gue o nimero procurado é 3844 + 93 = 3937.
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