XXII OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA 1%. Fase Olimpiada Regional
Primeira Fase - Nivel 3 BA-ES-GO-RJ-RN-SC-SP
10 de junho de 2000
- A duracéo da prova é de 3 horas.
- N&o é permitido o uso de calculadoras nem consulta a notas ou livros.
- Vocé pode solicitar papel para rascunho.
- Entregue apenas a folha de respostas.

1. Sexey sdonumeros reais positivos, qual dos nimeros a seguir € 0 maior?

A) xy B) X’ +y* C)(x+y)> D)X +y(x+y) E)%

2. I?)EFG € um quadrado no exterior do pentagono regular ABCDE. Quanto meglle 0 angulo
/E? g"' B) 12° C) 15° D) 18° E) 21°

3. Na figura, as distncias entre dois pontos horizontais consecutivos e as distancias entre

dois pontos verticais consecutivos sdo iguaisa 1. A regido comum ao tridngulo e ao quadrado
tem &rea

nE gl gf U
10 16 9 12 15

4. Escrevemos uma lista com todos os nimerosinteiros de 1 a 30, inclusive. Em seguida,
eliminamos aguns destes nimeros de forma que ndo sobrem dois nimeros tais que um sga o
dobro do outro. Qual é a quantidade maxima de inteiros que podem permanecer nalista?

A) 15 B) 18 C) 19 D) 20 E) 21
5. Segjam a e b nimerosreais positivos tais que % < 1. Entéo E—-Fi
+
A)éigualaE +1. B) éigual ag. C)émenorqueg.
b b b

D) émaior que % mas menor que 1. E) pode ser maior que 1.
6. Sgafumafuncdo real que tem as seguintes propriedades:

i) Paratodosx, yreais, f(x +y) = x + f(y);

i) f(0) =2
Quanto vale f(2000)?
A)O B) 2 C) 1998 D) 2000 E) 2002
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7. Hatrés cartas viradas sobre uma mesa. Sabe-se que em cada uma delas estd escrito um
namero inteiro positivo. So dadas a Carlos, Samuel e Tomés as seguintes informagdes:

i) todos 0s nimeros escritos nas cartas so diferentes;

ii) asomadosnumeros € 13;

iii) osnumeros estdo em ordem crescente, da esquerda para a direita.
Primeiro, Carlos olha o nimero na carta da esquerda e diz: “N&o tenho informacGes
suficientes para determinar os outros dois numeros.” Em seguida, Tomas olha o nimero na
carta da direita e diz: “N&o tenho informagdes suficientes para determinar os outros dois
nameros.” Por fim, Samuel olha o nimero na carta do meio e diz: “N&o tenho informagdes
suficientes para determinar os outros dois nimeros.” Sabendo que cada um deles sabe que 0s
outros dois sd0 inteligentes e escuta 0s comentarios dos outros, qual € o nimero da carta do
meio?
A)2 B)3 C)4 D)5
E) Nao hainformacdes suficientes para determinar 0 nUmero.

8. Emum jogo de duas pessoas, 0s jogadores tiram, alternadamente, 1, 2, 3, 4 ou 5 palitos de
uma pilha que iniciamente tem 1000 palitos. Ganha o jogador que tirar o Ultimo palito da
pilha. Quantos palitos 0 jogador que comeca deve tirar na sua jogada inicial de modo a
assegurar suavitoria?

A)l B) 2 C)3 D) 4 E)5

9. Uma caixa contém 900 cartBes, numerados de 100 a 999. Retiram-se a0 acaso (sem
reposicado) cartbes da caixa e anotamos a soma dos seus algarismos. Qual é a menor
quantidade de cartdes que devem ser retirados da caixa, para garantirmos que pelo menos trés
destas somas sgjam iguai s?

A) 51 B) 52 C) 53 D) 54 E) 55

10. A notagdo | x| significa o maior inteiro que ndo supera x. Por exemplo,[35/=3e
| 5] = 5. O nlmero de inteiros positivos x para os quais \_X% J+ \_X% J: 10 &

A) 11 B) 12 C) 13 D) 14 E) 15

11. Colocamos em ordem crescente 0S nUmeros escritos nas casas brancas do tabuleiro a

seguir (estamos mostrando apenas as suas quatro primeiras linhas). Assim, por exemplo, 0
nono nimero da nossa lista é 14. Qual é o 2000° nimero da nossa lista?

1
213 | 4
S| 67|89

110 |11 | 12 [ 13| 14 | 15| 16 |

A) 3931 B) 3933 C) 3935 D) 3937 E) 3939

12. Os61 aprovados em um concurso, cujas notas foram todas distintas, foram distribuidos
em duas turmas, de acordo com a nota obtida no concurso: os 31 primeiros foram colocados
na Turma A e os 30 seguintes na Turma B. As médias das duas turmas no concurso foram
calculadas. Depois, no entanto, decidiu-se passar o ultimo colocado da Turma A paraa Turma
B. Comisso:

A) A médiadaturmaA melhorou, mas adaB piorou.

B) A médiadaturmaA piorou, mas adaB melhorou.

C) As médias de ambas as turmas melhoraram.

D) As médias de ambas as turmas pioraram.

E) As médias das turmas podem melhorar ou piorar, dependendo das notas dos candidatos.
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13. A figura abaixo mostra o logotipo de uma empresa, formado por dois circulos
concéntricos e por quatro circulos de mesmo raio, cada um deles tangente a dois dos outros e
aos dois circulos concéntricos. O raio do circulo interno mede 1 cm. Ent&o o raio do circulo
externo devera medir, em cm:

A)242 +3 B)J2+2 )42 +1 D)3v2 E) V2 +1

14. Alberto, Besatriz e Carlos correm numa pistacircular. Todos saem ao mesmo tempo e do
mesmo lugar, cada um desenvolvendo velocidade constante. Alberto e Beatriz correm no
mesmo sentido. Correndo no sentido oposto, Carlos encontra Alberto, pela primeira vez,
exatamente 90 segundos apos o inicio da corrida e encontra Beatriz exatamente 15 segundos
depois. Quantos segundos sdo necessarios para que Alberto ultrapasse Beatriz pela primeira
vez?

A) 105 B) 630 C) 900 D) 1050 E) néo pode ser determinado
15. Quantos sdo os nimeros inteiros de dois algarismos que sdo o0 dobro do produto de seus
algarismos?

A)O B) 1 C)2 D)3 E)4

16. Dois nadadores, inicialmente em lados opostos de uma piscina, comecam simultanea-
-mente a nadar um em diregdo ao outro. Um deles vai de um lado a outro da piscina em 45
segundos e o outro em 30 segundos. Eles nadam de um lado para outro por 12 minutos, sem
perder qualquer tempo nas viradas. Quantas vezes eles passam um pelo outro (indo no mesmo
sentido ou em sentidos opostos) durante este tempo, contando as vezes em gue Se encontram
nos extremos da piscina.

A) 10 B) 12 C) 15 D) 18 E) 20

17. A somade dois nimeros naturais € 29. O minimo valor para a soma de seus quadrados &
A) 785 B) 733 C) 647 D) 421 E) 334

18. Quantos numeros inteiros e positivos menores do que 1.000.000 existem cujos cubos
terminam em 1?
A) 1.000 B) 10.000 C) 50.000 D) 100.000 E) 500.000

19. Quantos sdo os retdngulos que tém os pontos A eB como vértices, e cujos vértices
estdo entre os pontos de intersecdo das 9 retas horizontais com as 9 retas verticais da figura
abaixo?

A)3 B) 4 C)7 D) 2 E)5
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20. Juliano colou uma bandeirinha cinza em cada engrenagem, como mostra a figura abaixo:

As engrenagens s&o iguais e quando a engrenagem da esquerda girou um pouco, a sua
bandeirinha ficou na posi¢éo indicada com a bandeirinha branca pontilhada. Nesta condicéo,
podemos afirmar que a posi¢ao da bandeirinha na engrenagem da direita &
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21. Na figura temos que os triangulos ABC e A’B’C’ sdo equil&teros e aregido destacada é
um hexégono regular. A razéo entre a area da regido destacada e a &rea do tridngulo ABC é
igua a

5 2

A) 1 B)%

22. O emir Abdel Azir ficou famoso por vérios motivos. Ele teve mais de 39 filhos,
incluindo muitos gémeos. De fato, o historiador Ahmed Aab afirma, num de seus escritos, que
todos os filhos do emir eram gémeos duplos, exceto 39; todos eram gémeos triplos, exceto 39;
todos eram gémeos quédruplos, exceto 39. O numero de filhos do emir &
A) 75 B) 48 C)51 D) 78 E) 111

23. De ltacimirim a Salvador, pela estrada do Coco, sdo 60 km. As 11 horas, a15 km de
Salvador, da-se um acidente que provoca um engarrafamento, que cresce a velocidade de 4
km/h, no sentido de Itacimirim. A gque horas, aproximadamente, devemos sair de Itacimirim
para chegar a Salvador a0 meio-dia, sabendo que vigiamos a 60 km/h, exceto na zona de
engarrafamento, onde a velocidade € 6 km/h?
A) 10h43min  B) 10h17min C) 10h48min D) 10h53min E) 11hOlmin
24. SgjaP(X) = 8000 + Ay000X"" + AygeeX 0 + ... + &yX + 8o. ENtEO @00 + Bges + Augos +
... +tayéigua a
A) P@ - P(-1) B) P@) + P(-1)

2 2
D) P(0) - P(2) E) P(-1) - P(1)

C) P(2000) + P(1998) + ... + P(0)

25. Quantos nimeros de trés agarismos (que ndo comecam com 0) possuem um algarismo
gue € amédia aritmética dos outros dois?
A) 121 B) 117 C) 112 D) 115 E) 105
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GABARITO

Terceiro Nivel (Ensino M édio)

1)C 6) E 11)D 16) E 21) B
2 A 7)C 12)C 17)D 22) C
3D 8) D 13) A 18) D 23) A
4D 9 C 14)B 19 E 24) B
5D 10) E 15)B 20) A 25) A

RESUMO DAS SOLUGCOES

1. C.- Vgjaasolugdo do problema 13 do Nivel 2.

2. A.- Vegjaa solugéo do problema 9 do Nivel 2.

3. D.- Vgaasolugdo do problema 14 do Nivel 2.

4. D.- Considere os seguintes conjuntos:

A ={1,; 2; 4; 8; 16} A, ={3; 6; 12} A;={5;10;20} A,={7;14;28} A;={9; 18}
As={11; 22} Az ={13; 26} Ag ={15; 30} Ay ={17}; Ao ={19};
A ={21}; A, ={23}; Az ={25}; Ay ={27}; Ass ={29}.

Cada conjunto contém ndmeros que sdo o dobro de algum ndimero do mesmo conjunto. Observemos que podemos
tomar todos os nlimeros dos conjuntos de Ay a A5, somente um dos dois elementos dos conjuntos As a Ag, dois
elementos dos conjuntos de A, a Ay, e trés elementos do conjunto A;. Portanto podemos tomar no maximo 7 + 4 +
3- 2+ 3 =20 elementos.

5. D.- Vgaasolucgéo do problema 15 do Nivel 2.
6. E.- Fazendo x = 2000 ey = 0, temos f(2000 + 0) = 2000 + f(0) = 2000 + 2 = 2002.

7. C.- Sgamx, y e z os nimeros das cartas da esquerda, do meio e da direita, respectivamente. Temos que x <y <
zex+y+z=13 Assim, X+ X+ X< x+Yy+ 2z x< 4. Observemos que X = 4 (se X = 4, terfamosy = X). Sex = 3,
Carlos concluiriaquey = 4 e z= 6, portanto, X # 3. Assim,x=1oux=2eportantoy + z> 11. Como 2 <y < z
conclui-se que 6 <2< 9. Sez= 6, Tomas concluiriaquey = 5 e x = 2, portanto z # 6. Se z=9, Tomaés concluiria
quex=1ley=3.Assim,z=70uz=38.

Neste momento, Samuel poderia achar todas as possiveis solugbes. Sex=1ez=7, teriamosy=5; sex=1ez=8§,
terfamosy =4; sex=2ez=7, terfamosy = 4, sex =2 ez = §, teriamos y = 3. Assim, Samuel saberia que os
possiveis valores dey sd0 3, 4 € 5. Ora, sey = 3 ou y = 5, Samuel descobriria os nimeros (se 'y = 3, Samuel
concluiriaquex=2ez=8; sey =5, Samuel concluiriaquex=1ez=7). Logo o nimero da cartado meio é 4.

8. D.- Veaa solugéo do problema 16 do Nivel 2.
9. C.- Vgaasolucgéo do problema 12 do Nivel 2.

10. E.- Parax< 48, temos| x¥?] < 6 e[ x¥?] < 3. Para49 < x < 63, temos| x¥2] = 7 e[ x*?] = 3. Para x > 64, temos
[x"2]> 8 e[ X3 > 4. Assim, as solugdes sio todos os inteiros entre 49 e 63, que s&o 15 ao todo.

11. D.- Vgaa solugéo do problema 20 do Nivel 2.
12. C.- Vgaasolugdo do problema 18 do Nivel 1.

13. A--

Observando a figura acima, sendo r o raio das quatro circunferéncias congruentes, temos (2r)? = (r + 1)® + (r + 1)°
or=1++2 AsimR=1+2r=3+2+2.

14. B.- Veja a solugdo do problema 8 do Nivel 2.
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15. B.- Veja a solucdo do problema 10 do Nivel 2.

16. E.- Temos que os dois nadadores estardo novamente em lados opostos da piscina apdés mmc(90,60) = 180 s =
3 min. Contemos assim o nlimero de encontros neste interval o de tempo.

Quando ocorrer o primeiro encontro, os dois nadadores terdo nadado juntos uma piscina. A cada préximo encontro
eles terdo nadado juntos duas piscinas. Como em 3 minutos eles nadar&o juntos 180/45 + 180/30 = 10 piscinas e 10
=1+4.2+1,temosno total 4 + 1 =5 encontros.

Assim, como ha 5 encontros em 3 min, temos um total de 5 - (12/3) = 20 encontros.

17. D.- Sgjam x e 29 — x 0s nimeros. Temos ent&o que o valor minimo de f(x) = x% + (29 — x)? = 2x° — 58x + 841
-58

ocorre quando x = — E =14,5. Como x é inteiro, devemos ter x = 14 ou x = 15. Como

14% + (29 - 14)? = 421, o valor minimo dessjado é 421.

18. D.- Veja a solucdo do problema 1 do Nivel 2.

19. E.- Veja a solugdo do problema 17 do Nivel 2.
20. A. Vg aa solucdo do problema 10 do Nivel 1.

21. B.- Ao dividir a figura em tridngulos equil&eros congruentes vemos que a razdo entre a &rea da regido

destacada e a areado tridngulo ABC é g = %

i
o
2
B
C
£

22. C.- Vgjaa solucdo do problema 14 do Nivel 1.
23. A.- Vgjaa solucdo do problema 19 do Nivel 2.
24. B.- Temos P(1) = asgpo + Q1999 + Q1908 + ... + 8g € P(=1) = @sggp — Q1990 + A1g0s — ... + &g Portanto P(1) + P(-1)

PQ + P(-1)
= 2(ago00 + Ag9g t+ ... +80) < Bpooo t Aageg * ... + A= # .

25. A.- Observemos primeiro que existem 9 niimeros nos quais os trés algarismos sdo iguais, a saber, 111, 222,
333, ..., 999. Consideremos agora 0s possiveis nimeros nos quais 0s trés algarismos sdo distintos. Para que 8 seja
amédia, existe somente a combinagdo 897. Para que 7 sgja a média, temos as combinagdes 786 e 795. Para que 6
sgja a média, temos as combinagdes 675, 684 e 693. Para que 5 sgja a média, temos as combinacdes 564, 573, 582
e591. Com média 4 temos 453, 462, 471 e 480, com média 3 temos 342, 351 e 360, com média 2 temos 231 e 240
e com média 1 temos somente 120. Temos no total 20 combinagdes com algarismos distintos. Todas podem ser
escritas de 6 maneiras distintas (permutando os agarismos), exceto as 4 que tém um zero, excluindo 2
possibilidades. Assim, o total desgjado €9+ 6- 16 +4 - 4=121.
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