XXIIl OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Terceira Fase — Nivel 3 (Ensino Médio)

PROBLEMA 1:
Prove que (a+b)(a+c)>2,/abc(a+b+c) paraquaisquer nlmeros reais positivosa, b ec.

PROBLEMA 2:
Dado um inteiro a, >1 definimos uma segquéncia (a,,),., da seguinte forma; paracada k>0, a,,,

€ 0 menor inteiro a,,, >a, tal que mdc (a,,;,8,-a, -...-a,)=1. Diga para quais vaores de a,
temos que todos os termos a, da seqiéncia sdo primos ou poténcias de primos.

PROBLEMA 3:

E e F sdo pontos do lado AB, do tridngulo ABC, tais que AE = EF = FB. D € ponto dareta BC tal que
BC € perpendicular a ED. AD é perpendicular a CF. Os angulos BDF e CFA medem x e 3x,
respectivamente. Calcule arazéo (DB) / (DC).

PROBLEMA 4:

Uma calculadora tem o nimero 1 na tela. Devemos efetuar 2001 operagdes, cada uma das quais
consistindo em pressionar a tecla sen ou a tecla cos. Essas operacfes calculam respectivamente o
Seno e 0 cosseno com argumentos em radianos. Qual é o maior resultado possivel depois das 2001
operagdes?

PROBLEMA 5:

Em um quadrilatero convexo, a altura em relagdo a um lado € definida como a perpendicular a esse
lado passando pelo ponto médio do lado oposto. Prove que as quatro aturas tém um ponto comum se
e somente se o quadrilatero € inscritivel, isto é, se e somente se existe uma circunferéncia gue contém
Seus quatro veértices.

PROBLEMA 6:
Temos uma fileiralonga de copos e n pedras no copo central (copo 0). Os seguintes movimentos sdo
permitidos:

Movimento tipo A
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Se ha pelo menos uma pedra no copo i e pelo menos umano copo i + 1 podemos fazer uma pedra
gue estdno copoi + 1 pular parao copo i — 1 eliminando uma pedra do copo i.

Movimento tipo B.
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Se h& pelo menos duas pedras no copo i podemos pular uma parao copo i + 2 e uma outraparao
copoi-—1.

Demonstre o seguinte fato: fazendo os movimentos tipo A ou B durante um tempo suficientemente
longo sempre chegaremos a uma configuragdo a partir da qual ndo € mais possivel fazer nenhum
desses dois tipos de movimento. Além disso essa configuragdo fina ndo depende da escolha de
movimentos durante o processo.



