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XXIII OLIMPÍADA BRASILEIRA DE MATEMÁTICA

Terceira Fase – Nível 1 (5a. e 6a. séries)

PROBLEMA 1: 

Numa famosa joalheria estão armazenadas várias pedras preciosas dos seguintes tipos: esmeraldas; safiras e rubis. Todas as pedras do mesmo tipo têm o mesmo valor. Além disso, 24 esmeraldas valem tanto quanto 12 rubis e também valem tanto quanto 8 safiras.

Com R$350.000,00 um príncipe comprou um conjunto com 4 esmeraldas, 6 rubis e 4 safiras.

Quanto custa cada tipo de pedra?  
PROBLEMA 2: 

Um cubinho foi colocado no canto de uma sala, conforme a Figura 1. 

Empilharam-se outros cubinhos iguais ao primeiro, de forma a cobrir as faces visíveis do mesmo, usando-se o menor número possível de peças. Como se pode ver na Figura 2, após a colocação dos novos cubinhos, restam 9 faces visíveis desses cubinhos.
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Figura 1
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Figura 2


a) Quantos cubinhos iguais a esses, no mínimo, seria necessário empilhar, de forma a cobrir aquelas 9 faces visíveis? 

b) Continua-se a fazer essa pilha, repetindo-se o procedimento descrito. Quando a pilha tiver um total de 56 cubinhos, quantas faces poderão ser vistas?

PROBLEMA 3: 

No triângulo ABC tem-se que M é o ponto médio do lado AB (isto é, os segmentos AM e MB têm o mesmo comprimento). N é o ponto médio de MC e R é o ponto médio de NA.

O triângulo ABC tem área 2000. Determine a área do triângulo AMR. 
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PROBLEMA 4:

Dizemos que um número natural é legal quando for soma de dois naturais consecutivos e também for soma de três naturais consecutivos.

a) Mostre que 2001 é legal, mas 1999 e 2002 não são legais.

b) Mostre que 
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2001

 é legal.

PROBLEMA 5:

As 42 crianças de uma escola infantil deram as mãos formando uma fila e cada uma delas recebeu um número da seguinte maneira: a primeira delas ficou com o número 1, a segunda ficou com o número 2 e, assim sucessivamente, até a última, que ficou com o número 42. Continuando de mãos dadas, foram para um pátio, onde cada uma delas ficou sobre uma lajota quadrada; duas crianças com números consecutivos ficaram em lajotas vizinhas com um lado comum (ou seja, do lado esquerdo, do lado direito, na frente ou atrás, mas nunca em diagonal). 

Ao relatar esse fato para a diretora, a inspetora Maria fez o desenho à esquerda, mostrando a posição de três crianças sobre o retângulo formado pelas 42 lajotas, sobre as quais estavam as crianças. Num outro comunicado, a inspetora Célia fez outro desenho, mostrado à direita, com a posição das mesmas crianças sobre o mesmo retângulo. Ao receber os dois desenhos a diretora disse a uma das inspetoras: "O seu desenho está errado".  

i) Com qual das duas inspetoras a diretora falou? Qual foi o raciocínio da diretora? 

ii) Complete o desenho correto satisfazendo as condições do enunciado. 
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XXIII OLIMPÍADA BRASILEIRA DE MATEMÁTICA

Terceira Fase – Nível 2 (7a. e 8a. séries)

PROBLEMA 1: 

Uma folha de papel retangular ABCD, de área 1, é dobrada em sua diagonal AC e, em seguida, desdobrada; depois é dobrada de forma que o vértice A coincida com o vértice C e, em seguida, desdobrada, deixando o vinco MN, conforme desenho abaixo. 
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a) Mostre que o quadrilátero AMCN é um losango.
b) Se a diagonal AC é o dobro da largura AD, qual é a área do losango AMCN?
PROBLEMA 2: 

As 42 crianças de uma escola infantil deram as mãos formando uma fila e cada uma delas recebeu um número da seguinte maneira: a primeira delas ficou com o número 1, a segunda ficou com o número 2 e, assim sucessivamente, até a última, que ficou com o número 42. Continuando de mãos dadas, foram para um pátio, onde cada uma delas ficou sobre uma lajota quadrada; duas crianças com números consecutivos ficaram em lajotas vizinhas com um lado comum (ou seja, do lado esquerdo, do lado direito, na frente ou atrás, mas nunca em diagonal). 

Ao relatar esse fato para a diretora, a inspetora Maria fez o desenho à esquerda, mostrando a posição de três crianças sobre o retângulo formado pelas 42 lajotas, sobre as quais estavam as crianças. Num outro comunicado, a inspetora Célia fez outro desenho, mostrado à direita, com a posição das mesmas crianças sobre o mesmo retângulo. Ao receber os dois desenhos a diretora disse a uma das inspetoras: "O seu desenho está errado".  

i) Com qual das duas inspetoras a diretora falou? Qual foi o raciocínio da diretora? 

ii) Complete o desenho correto satisfazendo as condições do enunciado.  
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PROBLEMA 3:

Dado um inteiro positivo h demonstre que existe um número finito de triângulos de lados inteiros a, b, c e altura relativa ao lado c igual a h . 
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PROBLEMA 4:

Mostre que não existem dois números inteiros a e b tais que (a + b) (a2 + b2) = 2001.

PROBLEMA 5:

Sejam a, b e c números reais não nulos tais que a + b + c = 0.

Calcule os possíveis valores de 
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PROBLEMA 6:

Em um quadrilátero convexo, a altura em relação a um lado é definida como a perpendicular a esse lado passando pelo ponto médio do lado oposto. Prove que as quatro alturas têm um ponto comum se e somente se o quadrilátero é inscritível, isto é, se e somente se existe uma circunferência que contém seus quatro vértices.  

XXIII OLIMPÍADA BRASILEIRA DE MATEMÁTICA

Terceira Fase – Nível 3 (Ensino Médio)

PROBLEMA 1:
Prove que 
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 para quaisquer números reais positivos a, b e c.

PROBLEMA 2:

Dado um inteiro 
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 da seguinte forma; para cada 
[image: image13.wmf]0

³

k

, 
[image: image14.wmf]1

+

k

a

 é o menor inteiro 
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  tal que mdc 
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 Diga para quais valores de 
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 temos que todos os termos ak  da seqüência são primos ou potências de primos.

PROBLEMA 3:

E e F são pontos do lado AB, do triângulo ABC, tais que AE = EF = FB. D é ponto da reta BC tal que BC é perpendicular a ED. AD é perpendicular a CF. Os ângulos BDF e CFA medem x e 3x, respectivamente. Calcule a razão (DB) / (DC).
PROBLEMA 4:

Uma calculadora tem o número 1 na tela. Devemos efetuar 2001 operações, cada uma das quais consistindo em pressionar a tecla sen ou a tecla cos. Essas operações calculam respectivamente o seno e o cosseno com argumentos em radianos. Qual é o maior resultado possível depois das 2001 operações?

PROBLEMA 5:

Em um quadrilátero convexo, a altura em relação a um lado é definida como a perpendicular a esse lado passando pelo ponto médio do lado oposto. Prove que as quatro alturas têm um ponto comum se e somente se o quadrilátero é inscritível, isto é, se e somente se existe uma circunferência que contém seus quatro vértices.  

PROBLEMA 6:

Temos uma fileira longa de copos e n pedras no copo central (copo 0). Os seguintes movimentos são permitidos:

Movimento tipo A
	
[image: image18.wmf] 

i – 

1

    

i

 

i + 

1

 

i + 

2


	
[image: image19.wmf] 

i – 

1

    

i

 

i + 

1

 

i + 

2

 

Þ




Se há pelo menos uma pedra no copo i e pelo menos uma no copo i + 1 podemos fazer uma pedra que está no copo i + 1 pular para o copo i – 1 eliminando uma pedra do copo i.

Movimento tipo B.
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Se há pelo menos duas pedras no copo i podemos pular uma para o copo i + 2 e uma outra para o copo i – 1.

Demonstre o seguinte fato: fazendo os movimentos tipo A ou B durante um tempo suficientemente longo sempre chegaremos a uma configuração a partir da qual não é mais possível fazer nenhum desses dois tipos de movimento. Além disso essa configuração final não depende da escolha de movimentos durante o processo. 
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