XXIV OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Segunda Fase — Nivel 2 (72. ou 82. séries)

PROBLEMA 1

Geraldinho e Magréo sairam de suas casas no mesmo instante
com a intencdo de um visitar 0 outro, caminhando pelo mesmo
percurso. Geraldinho ia pensando num problema de olimpiada e
Magréo ia refletindo sobre questbes fil osoficas e nem perceberam
gquando se cruzaram. Dez minutos depois, Geraldinho chegava a
casa de Magréo e meia hora mais tarde, Magréo chegava a casa de
Geraldinho. Quanto tempo cada um deles andou?

Observacéo: Cada um deles anda com vel ocidade constante.

PROBLEMA 2
Um grande painel naforma de um quarto de circulo foi composto com
verde 4 cores, conforme indicado nafigura ao lado, onde o segmento divide
azy) 0 setor em duas partes iguas e 0 aco interno € uma

< semicircunferéncia. Qual € a cor que cobre amaior érea?
“}
Y’ amarelo
PROBLEMA 3

Nas casas de um tabuleiro 8 x 8 foram escritos nimeros inteiros positivos de forma que a
diferenca entre nimeros escritos em casas vizinhas (quadrados com um lado comum) € 1.
Sabe-se que numa das casas esta escrito 17 e, em outra, esta escrito 3. Calcule a soma dos
nUmeros escritos nas duas diagonais do tabuleiro.

PROBLEMA 4
O professor Pardal esta estudando o comportamento familiar de uma
espécie de péssaro. Os pontos A, B, C e D da figura ao lado,

.p C
B representam a disposicdo de quatro ninhos desses péssaros. O
professor construiu um posto de observacdo equidistante dos quatro

A D

ninhos.
Todos os ninhos e o0 posto de observagdo estdo em um mesmo nivel
de altura a partir do solo, a distdncia de B a D € de 16 metros e

BAD =45°. Determine a distancia gue o posto guarda de cada
ninho.

PROBLEMA 5

O primeiro nimero de uma sequiéncia € 7. O proximo é obtido da seguinte maneira:
Calculamos o quadrado do nimero anterior 72 = 49 e a seguir efetuamos a soma de seus
algarismos e adicionamos 1, isto é, 0 segundo nimero € 4 + 9 + 1 = 14. Repetimos este
processo, obtendo 14° = 196 e o terceiro ndmero da seqiiénciaé1+ 9+ 6+ 1 = 17 e assim
sucessivamente. Qual 0 2002° elemento desta seqiiéncia?

PROBLEMA 6
O ano 2002 é palindromo, ou sgja, continua o mesmo se lido da direita para a esquerda.

a) Depois de 2002, quais serdo 0s proximos quatro anos palindromos?

b) O ultimo ano paindromo, 1991, era impar. Quando serd o préximo ano palindromo
impar?

C) O ultimo ano palindromo primo aconteceu ha mais de 1000 anos, em 929. Determine

qual sera o préximo ano palindromo primo.
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Solugdes Nivel 2 — Segunda Fase

SOLUGCAO DO PROBLEMA 1
Segjat > 0 o tempo, em minutos, decorrido desde a saida de Geraldinho e Magrao até o instante do encontro.
Sejam g e m as distancias entre o ponto de encontro e as casas de Geraldinho e Magrao, respectivamente. Como

Geraldino percorre a distncia g em t minutos e a distdncia m em 10 minutos, temos 9_ % .
m 1
g_40 t 40 ; ; _
Analogamente, 2 — "~ L0ogo — = — <t =400 <t = 20 (poist > 0). Logo Geraldinho andou 10 + 20 = 30
m t 10 t

minutos e Magrdo andou 40 + 20 = 60 minutos.

SOLUGCAO DO PROBLEMA 2
Sgam X, ¥, z e w as areas das regibes branca, amarela, azul e verde,

respectivamente.

2
SejaR o raio do semi-circulo. Temos x + y = ﬁ
2

1 R?
ey+z=x+w==p(2R)? ="
8 2
Assim, x+y=y+z=x+w,logox=zey=w.
Como se x é a aea de um segmento circular de angulo 90° e raio R,

y pPR® R’ (p-2\2.  (p+2 N
X=————=|—— R°ey=| 22 |R2 Assmx=z<y=w.
4 2 4 y [ 4 j

SOLUCAO DO PROBLEMA 3

Como a diferencaentre 0 17 e 0 3 é 14, esses nlimeros devem estar em posic¢des afastadas de 14 casas, contadas na
horizontal ou vertical.

Portanto 17 e 3 devem ocupar as extremidades de uma das diagonais do tabuleiro.

A partir disso, o preenchimento das diagonais é feito de maneira tinica. E uma maneira de se preencher o tabuleiro é
aseguinte:

17 16 15 14 13 12 11 10

16 15 14 13 12 11 10 9
15 14 13 12 11 10 9 8
14 13 12 11 10 9 8 7
13 12 11 10 9 8 7 6
12 11 10 9 8 7 6 5
11 10 9 8 7 6 5 4
10 9 8 7 6 5 4 3

asoma dos nimeros escritos nas diagonais & 8 x 10 + (3 + 5 +...+ 17) = 160.

SOLUGCAO DO PROBLEMA 4

Observar que o posto do observador coincide com o centro do circulo circunscrito

No circulo circunscrito ao quadrilatero ABCD, temos BCD = 2- BAD =90°

Como BD =16, sendo O o centro do circulo circunscrito, temos BOD =90°e BO=0D =r, donde
16% =r? + 12, pelo teorema de Pitdgoras, e logo I =+/128 = 8\/5 Assim, a distdncia do posto (que deve
ficar em O) aos ninhos serade 8\/5 metros.

SOLUGCAO DO PROBLEMA 5

Os primeiros nimeros da seqiiéncia sdo (7, 14, 17, 20, 5, 8, 11, 5...) donde vemos que exceto pelos 4 primeiros
termos, a seqiiéncia é periddica com periodo 3. Como 2002 deixaresto 1 quando dividido por 3 o nimero procurado
coincide com aguele que ocupa o 7°. lugar na sequiéncia, a saber, 11.

Observacéo:

Para qualquer termo inicial, a seqiiéncia construida de acordo com método descrito no enunciado do problema sera
eventualmente periddica, (isto é teremos a, . = ax paratodo k > m, para certos valores positivos de men).

SOLUGCAO DO PROBLEMA 6 :
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a) Os palindromos entre 2000 e 3000 sdo da forma 2aa2, onde a é um agarismo. Logo os proximos quatro serdo
2112, 2222, 2332 e 2442.

b) Como o primeiro algarismo é igual ao ultimo, um palindromo impar maior que 2002 deve comegar e terminar por
um ndmero impar maior ouigual a 3. Logo o proximo sera 3003.

¢) Um palindromo de quatro algarismos é da forma abba = a + 10b + 100b + 1000a = 1001a + 110b, que é multiplo
de1l, jaque 110 e 1001 sdo multiplos de 11. Logo o proximo ano palindromo primo tem no minimo 5 algarismos.

Os menores palindromos de 5 algarismos sdo 10001, que é multiplo de 73 e 10101, que € multiplo de 3. O préximo
é 10201 = 1012, divisivel por 101. O seguinte, 10301, é primo, pois ndo é divisivel por qualquer primo menor que

410301 <102.
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