XXIV OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Segunda Fase — Nivel 3 (Ensino Médio)

PROBLEMA 1

O primeiro nimero de uma sequiénciaé 7. O proximo é obtido da seguinte maneira:
Calculamos o quadrado do nimero anterior (72 = 49) e a seguir efetuamos a soma de seus
agarismos e adicionamos 1, isto é o0 segundo nimero € 4 + 9 + 1 = 14. Repetimos este
processo, e de 14 = 196, temos gue o terceiro nUmero da seqiénciaé 1+ 9+ 6+ 1=17, e
assim sucessivamente. Qual 0 2002° elemento desta seqliéncia?

PROBLEMA 2
Para quais inteiros positivos n existe um poligono ndo regular de n lados, inscrito em uma
circunferéncia, e com todos os angul os internos de mesma medida?

PROBLEMA 3
Determine o maior natural k parao qual existe uminteiro ntal que 3“divide n® - 3n? + 22.

PROBLEMA 4
Quantos dados devem ser langados a0 mesmo tempo para maximizar a probabilidade de se
obter exatamente um 27?

PROBLEMA 5

Em um quadrilatero convexo ABCD, os lados opostos AD e BC sdo congruentes e 0s pontos
meédios das diagonais AC e BD sdo distintos.

Prove que areta determinada pel os pontos médios das diagonais forma angul os iguais com AD
eBC.

PROBLEMA 6

Colocamos vérios palitos sobre uma mesa de modo a formar um retangulo m x n, como mostra
afigura

Devemos pintar cada palito de azul, vermelho ou preto de modo que cada um dos quadradinhos
da figura sga delimitado por exatamente dois palitos de uma cor e dois de outra cor. De
quantas formas podemos realizar esta pintura?
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Solucdes Nivel 3 - Segunda Fase

SOLUGCAO DO PROBLEMA 1

Os primeiros nimeros da seqiéncia sdo (7, 14, 17, 20, 5, 8, 11, 5...) donde vemos que exceto pelos 4 primeiros
termos, a sequiéncia é periodica com periodo 3. Como 2002 deixaresto 1 quando dividido por 3 0 nimero procurado
coincide com aquele que ocupa o 7°. lugar na sequiéncia, a saber, 11.

Observacéo:

Para qualquer termo inicial, a seqiiéncia construida de acordo com método descrito no enunciado do problema sera
eventualmente periddica, (isto é teremos a,, + = a, paratodo k > m, par certos valores de men).

SOLUCAO DO PROBLEMA 2
Seja C acircunferéncia de centro O circunscrita ao poligono AjA,...A,. Ostriangulos AA; .1 O (com A, 1 = A;) S0

isosceles. Sjaa, = OA A ;.

Ent&o
Da,+a,=a,+az=az+a,=..=a,+a,.
Portanto.

a;=az=ag=.., A

a,=a,=ag=..

a,=a,
Sen for impar, entdo &, =a, =...=a,,, logo todosos angulos A OA,; serdo iguais e o poligono seraregular.
Paran par, ndo é necessario que todos os angulos sggamiguais.

o 180(n - 2)
Escolhendo x # y de modo que x + y = ngulo interno = ———— efazendo X=a, =a;=...=a,4,
n
y=a,=a,=..=a,, obtemos um poligono inscritivel ndo regular com todos os &ngul os de mesma medida.

Portanto, paran par > 4, existe um poligono de n lados satisfazendo as condicdes do problema.

SOLUGAO DO PROBLEMA 3
Sen=3r, entdo n® —3n% +22=(3r)*> —3-(3r)? + 22 ¢ a soma de um miltiplo de 3 com 22, logo nZo é
multiplo de 3.

Sen=3r+1, entdo

P —37 +22=(F +1° -3 F +1%+22=(3)%+3- (F)* +3- (¥) +1-3- (3)*—3-2-(3r) =3+ 22 = (3r)® -3 (3r) + 20,
gue também ndo é mlltiplo de 3.

Findmente, sen=3r - 1, entfio N® —3n? +22=(3r —=1)° —3(3r —-1)? + 22=
=(3r)®-3-(3)?+3-(38r)-1-3-(3r)?+3-2-(3r) -3+ 22=(3r)® - 6-(3r)? +9-3r +18, que
€ a soma de um multiplo de 27 com 18, e portanto € multiplo de 9 mas néo de 27, logo a maior poténcia de 3 que
divide um nimero daforma nN° —3n? + 22 632= 9. Assim, k é N0 Mé&ximo 2.

SOLUGCAO DO PROBLEMA 4
Suponha que os dados estdo numerados de 1 an. A probabilidade de que somente o dado N°. 1 resulteem 2 &

1 55 5 5"
—X=X—..—= .
6 6 6 6 @"
Analogamente, a probabilidade de que somente o dado k, (1 < k<n) resulteem2 é
5 55 15 5 5"t
—X—...—X—=X—=X... =
6 6 6 6 6

X — .
6 6"
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Portanto, a probabilidade de obter exatamente um 2 é
5[1—1 5n—1 5[1—1 5n—1
= & + & +..+ & =nN- &
n-1 5I"I
Agoraobserveque P, > P, ; < n- & >(n+1- ol
Paran=5, OCOrreaigUddaje(Pg,: PG)v P5 = Pe > P7 > Pg > Pg > ePl < P2 < P3 < P4: P5 = PG
E aprobabilidade é maximaparan=5oun=6.

n

& 6n>5(n+1) < n>5.

SOLUCAO DO PROBLEMA 5

Sejam M e N os pontos médios de AC e BD e P o ponto médio do lado AB. Entfio PM é base médiado AABC e
PN base médiado AABD. Segue que pM = BC = AD =PN.

2 2

Sendo X e Y as intersegdes da reta MN com BC e AD, temos entéo B)ZM = P|\7|N = PKIM = Am ou
BXM =p — PMN =p — PNM = AYN.

SOLUGAO ALTERNATIVA:

A+C e N= B+D entdo o vetor W faz angulos iguais com E e %.Para

2 2

iss0, como ‘ﬁj‘ = ‘B_(f‘, basta ver que os produtosinternos MN - AD e MN - BC tém o mesmo maédulo.

Provaremos quese, M =

'M_B_D\J.(D_A):(C_B)'(D_A)_D_NZ

2 2

_(€-B)-(D-A-c-B° (D+B-A-C).(C-B)
2 2

Temosm-E:(N—M)-(D—A):(

=(M -N)-(C-B)=-MN-BC

SOLUGCAO DO PROBLEMA 6
H& 3" maneiras de colorir afileira horizontal superior de paitos. O palito vertical mais a esquerda da primeira linha
também pode ser colorido de 3 maneiras.

Uma vez definidas as cores dos palitos superior e mais a esquerda de um quadradinho, ha duas maneiras de
completélo segundo as condigdes do enunciado: se ambos tém mesma cor, ha duas escolhas para a cor dos dois
palitos restantes; se ambos tém cores diferentes, ha duas maneiras de colorir os dois palitos restantes com estas
cores.

Assim, para completar aprimeiralinhade quadradosha 3" - 3 - 2" maneiras

Da mesma forma, a cor do palito vertical mais a esquerda da segunda linha de quadrados pode ser escolhido de 3
maneiras, e ha 2" maneiras de colorir os demais palitos desra linha. Assim, pram =2, ha3"-3.2" 3. 2"
coloracOes possiveis.

Anaogamente, no caso geral, ha 3" - (3-2")™ =3™M . 2" maneiras de realizar a pintura pedida.
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