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Duragao da Prova: 5 horas
Cada problema vale 20 pontos
Nao sera permitido o uso de calculadoras, computadores ou consulta a qualquer tipo de material.

Problema 1:
Seja S={L1,2,...,n}, n impar. Calcule a paridade do nimero de permuta¢des c:S — S de modo

que a sequiéncia definida por a(i) =|o(i)—i|,i €S, seja monétona.
Obs.: uma sequéncia é dita monétona se é ndo-crescente ou nao-decrescente.

Problema 2:

Seja ABCD um quadrilatero inscrito em uma circunferéncia S. Sejam r e s as retas tangentes a S
passando por A e D, respectivamente. Sejam também E=r nBC, F=s"BC, X =rns,

Y =AF nDE e Z=ABNCD. Prove que os pontos X, Y e Z sdo colineares.

Obs.: assuma a existéncia de todos os pontos considerados acima.

Problema 3:
Encontre todas as funcbes f :R — R satisfazendo:

fFOFO)+x)+ FOE(Y)-y) = () - f(y)+2xy, v, yeR

Problema 4:

Seja A uma matriz simétrica tal que a soma de cada linha é zero. Mostre que a diagonal da matriz
cofatora de A possui todas as entradas iguais.

Obs.: a matriz cofatora de uma matriz quadrada A=(g;)é igual a B=(b;), onde

b, = (-1 det A,

Problema 5:

Encontre todos os conjuntos finitos X de pontos no plano, ndo todos colineares, satisfazendo a
seguinte condicdo: para quaisquer duas circunferéncias distintas, cada uma passando por trés
pontos distintos de X, a intersecdo delas também esté contida em X.

Problema 6:

Zé Roberto e Humberto disputam o jogo do Milénio: sdo dadas 30 caixas vazias numa fila e cada
jogador, na sua vez, coloca uma pedra em uma das caixas ainda vazias. Ganha quem, apds sua
jogada, conseguir que trés caixas consecutivas estejam cheias. Se Zé Roberto inicia o jogo, quem
tem a estratégia vencedora?

Boa Sorte!



