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Problemas de contagens sdo uma das principais categorias de problemas de Combinatéria. Nessa aula
vamos estudar algumas das técnicas para resolvé-los! Primeiro, vamos precisar do bésico:

Fato basico 1: Qual o nimero de maneiras que podemos escolher k£ objetos dentre um total de n? Por
exemplo, qual o nimero de subconjuntos de {1,2,...,n} com k elementos?

Solugao: Temos n opgdes para o primeiro elemento, (n — 1) para o segundo, etc., até (n — k + 1) para
0 k-ésimo. Isso nos da n.(n —1)....(n — k 4+ 1) opgdes, que pode ser escrito como (n%'k), Porém aqui
estamos levando em consideragao a ordem; isto é, estamos considerando o conjunto {a, b, c} como diferente
do {b,c,a}, o que ndo é o objetivo. Logo, contamos cada conjunto k! vezes. Entao, podemos dividir por
k! para corrigir. O nimero desejado é (n_”ikl),k, Esse ntmero é denotado (Z)

Esta contagem é importante! Guarde-a bem:

Numero de subconjuntos de k elementos de {1,2,...,n}:

(1) =G

Fato basico 2: Usando um argumento semelhante, veja que o nimero de permutagdes (ou anagramas)
da palavra MISSISSIPPI é ﬁgm (e essa férmula é generalizavel, é claro).

1 Contagem direta - bijecoes e contagem dupla
1.1 Bijecao

Uma bijecao é uma correspondéncia 1-pra-1 entre conjuntos. O que significa ser 1-pra-17

Considere o conjunto de duplas ordenadas nos inteiros, como (1,2),(5,3), etc. Considere a corre-
spondéncia (formalmente, uma fungao) que leva uma dupla na sua “reflexdo”, por exemplo, (1,2) a (2,1).
Podemos escrever f(1,2) = (2,1). Ela é uma bijecdo porque para cada dupla (x,y), existe uma unica
dupla (a,b) tal que f(a,b) = (z,y). Isso é verdade porque conseguimos fazer o caminho inverso da corre-
spondéncia e dizer que (a,b) = (y, x).

Considere, agora, a fungdo que leva uma dupla no seu primeiro elemento, g(z,y) = z. ¢ ndo é uma
bijecao porque g(1,2) = 1, por exemplo, mas g(1,3) = 1 também.

Para usar bijecoes em problemas de contagens, iremos construir correspondéncias entre o conjunto que
queremos contar, e um outro conjunto, mais facil de contar. Quando fazemos isso para conjuntos finitos,
0s conjuntos tém que ter a mesma quantidade de elementos! Fazemos isso através de uma transformacao
do objeto que estamos contando.



Problema 1) Considere um tabuleiro 10 x 10. Uma formiga estd no canto inferior esquerdo e quer
chegar ao canto superior direito. Para isso, ela quer fazer um caminho de tamanho exatamente 20 (em
outras palavras, ela anda sobre as arestas do tabuleiro, e ela s6 vai para cima e para a direita). De quantas
maneiras ela pode fazer isso?

Solugao: a formiga sempre vai dar 10 passos para cima e 10 para a direita. Se codificarmos cima como
C e direita como D, podemos fazer uma correspondéncia entre os caminhos desejados e sequéncias do tipo
CCCCCCCCCCDDDDDDDDDD. Verifique que isso é uma bijecao! (dada uma sequéncia de 10 Cs e 10
Ds, existe um tnico caminho da formiga). Segue que a quantidade é (38)

Problema 2) Quantas solugoes nos inteiros nao-negativos tem a equacao a + b+ ¢ = 107

Solugao: Se pensarmos no “10” como 10 bolinhas, queremos dividir essas 10 bolinhas em grupos de 3.
Podemos pensar nas divisoes entre esses grupos como os sinais de “+”. Assim, a solugao 3+ 1+ 6 = 10
seria correspondente a o 0 o + o + 0 0 0 0 0co. Verifique que isso é uma bijecao!

Segue que o nimero de solugoes é a quantidade de formas de ordenar 12 elementos, sendo 10 de um tipo
(bolinhas) e 2 de outro (sinal de +). Ou seja, a quantidade de anagramas de AAAAAAAAAABB. Isso é
dado por (122).

Essa contagem também aparece bastante - ela é generalizdvel (ela dd o ntimero de solugdes de aj + ag +
...+ ar =n). Ela é conhecida como “férmula das bolas nas urnas.”

Exercicios
1.1) Quantos subconjuntos de {1,2,3,4,...,30} tém a soma de seus elementos maior que 2327

1.2) Quantas sequéncias estritamente crescentes de inteiros positivos comegam com 1 e terminam com
10007

1.3) De quantas maneiras podemos colocar v bolas vermelhas e b bolas brancas em n caixas de modo
que cada caixa contenha pelo menos uma bola de cada cor?

As vezes podemos também provar que duas quantidades interessantes sao iguais, mas sem conseguir
calcular essa quantidade!

1.4) Para qualquer conjunto finito, prove que o nimero de subconjuntos de tamanho par é igual ao
ntumero de subconjuntos de tamanho {mpar (resolva com uma bijegao!)

1.5) Prove que o numero de particoes nao-ordenadas de n em k partes é igual ao nimero de partigoes
de n em que a maior parte é igual a k.

Nota: Uma particdo de n é uma sequéncia nao-ordenada cuja soma é n. As partigoes de 6, por exemplo,
em 3 partes sao {1, 1,4}, {1, 2,3}, {2, 2,2}, as partigoes em que a maior parte é 3 sao {1,1,1,3},{1,2,3},{3,3}’
a quantidade de ambas é 3.

Dica: use bolinhas.
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1.6) Prove que o nimero de partigdes nao-ordenadas de n em partes impares é igual ao nidmero de
particoes de n em partes distintas.

Nota: Por exemplo, as parti¢oes de 5 em partes impares sao {1,1,1,1,1},{1,1,3},{5}. As parti¢des em
partes distintas sao {1,4},{2,3},{5} (a quantidade de ambas é 3).

1.2 Identidades Combinatérias - Contagem dupla

A ideia de pegar um problema de contagem e vé-lo de outra maneira também pode nos ajudar a provar
férmulas combinatérias (essas férmulas todas estdao intimamente ligadas ao triangulo de Pascal!). Essa
técnica em particular é chamada de contagem dupla.

L6) ()4 () + (3) +.oo b () =27

Solucao: o lado esquerdo da equacao é: (ntumero de subconjuntos de {1,2,...} com 0 elemento) +
(nimero de subconjuntos de {1,2,...,n} com 1 elemento) + ...+ (nimero de subconjuntos de {1,2,...,n}
com n elementos). Consideramos todos os possiveis tamanhos dos subconjuntos, logo contamos todos os
subconjuntos. Logo, o lado esquerdo é o nimero de subconjuntos de {1,2,...,n} (é importante observar
também que contamos cada subconjunto exatamente uma vez; em outras palavras, trata-se de uma particao
dos subconjuntos de {1,2,...,n}. Isso é claro nesse caso porque nenhum subconjunto pode ter tamanho a
e também tamanho b para a # b).

Mas o nimero de subconjuntos de {1,2,...,n} é 2™, que é o lado direito (vocé sabe dizer por qué?).

L7) () + () = ()
1.8) Identidade do bastao de hockey: (],z) + (kzl) + (k;f) +...+ (kZT) = (’C;ﬁl)

1.9) Ache uma férmula para (8)2 + (T)2 + (2)2 +...+ (")2

2 Recorréncias

2.1 Motivacao

Uma recorréncia é uma sequéncia numérica definida em funcdo de alguns dos (ou todos) seus termos
anteriores. O exemplo mais famoso talvez seja a sequéncia de Fibonacci, dada por a1 = 1,a2 = 1,a, =
Gn—1+ an—2.

No geral uma recorréncia é uma sequéncia (ay,)neny definida por uma equagao a, = f(an—1,an—2,...,
ai,ap) (varios dos termos podem nao aparecer; podemos ter, por exemplo, a, = f(ap—1)) Além disso, é
necessaria uma condigao inicial (por exemplo, ag = 0).

Para estudar a aplicagao de recorréncias a contagens, come¢amos com um exemplo classico.
Problema 3: De quantas maneiras podemos preencher um tabuleiro 2 x 10 com dominds 2 x 17

Solugao: A solucao aqui pode se dar testando alguns casos pequenos (nunca esquega o poder de casos
pequenos, nao importa quao dificil seja o problemal!). Seja a, a quantidade de maneiras de preencher um
tabuleiro 2 x n com dominés 2 x 1. E facil ver que a; = 1 e as = 2. Quando fazemos o caso n = 3, podemos
perceber o seguinte: se pusermos um dominé vertical na extrema direita do tabuleiro (estou imaginando
o tabuleiro com 2 casas na vertical por n na horizontal), entdao nos resta a tarefa (que ja fizemos) de
preencher um tabuleiro 2 x 2. Sabemos que isso pode ser feito de as = 2 maneiras. Se nao pusermos um
dominé no vertical, é ficil perceber que precisamos por dois na horizontal, sendo uma casinha vai ficar sem



preencher. Logo, sobra o tabuleiro 2 x 1 para preenchermos, o que pode ser feito de a; = 1 maneira. Logo,
a3 =as +a; = 3.

Agora, esse processo pode ser generalizado! Com um argumento exatamente igual, podemos ver que
Qp = Ap_1 + anp_9. Isso nos permite calcular ajg e responder o problema)

B facil ver que essa féormula de recorréncia (a, = an—1 + an—2, a; = 1, ag = 2) define unicamente a
sequéncia. De fato, temos a sequéncia de Fibonacci! Isso de certa forma “responde” o problema para todo
n. Mas isso pode nao ser satisfatério porque nao temos uma férmula “fechada” (uma férmula para a,, em
funcao de n).

A férmula do termo geral da sequéncia de Fibonacci ndo é muito facil de perceber sozinho; ela é:

_ 1 1+v5\n 1—V5\n
an = L) — (155)m

Mais para a frente, neste artigo, nds iremos aprender a deduzir esse tipo de férmula sem precisar de
inspiracao divina. Por ora, fica como exercicio provar por inducgao. Isso é um método importante em
recorréncias: conjecturar a férmula e provar por inducao!

Exercicios

2.1) Torre de Handéi: considere o jogo da torre de Handi. Temos n discos de tamanho diferentes, e 3
pinos. Inicialmente os discos se encontram em ordem crescente (o maior embaixo), no primeiro pino. O
objetivo é, usando os 3 pinos, mover todos os discos para o terceiro pino, na mesma ordem em que se
encontram inicialmente. Qual o nimero minimo de movimentos necessarios para essa tarefa?

-

(vocé pode ler a solugao desse problema no artigo A Torre de Hanoi, do Carlos Shine, na Eureka. A
imagem acima ¢é de 1d. O artigo estd disponivel em [2])

2.2) Considere uma lingua que tem um alfabeto com apenas uma letra, mas na qual palavras de qualquer
tamanho sao permitidas. Uma mensagem nesta lingua deve comegar e terminar com palavras, mas digita-se
um espago entre palavras. Por exemplo “aa aaa aa” é uma mensagem de 9 caracteres. Quantas mensagens
de n caracteres existem nessa lingua?

2.3) Para um conjunto S de inteiros, defina S + 1 como sendo o conjunto {z + 1 : z € S}. Quantos
subconjuntos S de 1,2,...,n satisfazem SUS +1={1,2,...,n}?

2.4) Encontre o nimero de subconjuntos de {1,2,...,n} que nao contém dois elementos consecutivos de
{1,2,...,n}

2.5) Prove por indugdo que se a, = an_1 + an—2, a1 = 1, ag = 2, entdo a,, = %((H—z‘/g)" — (1_—2‘/5)”)
Dica: uma maneira de “se livrar” das raizes quadradas é somar e multiplicar os dois ntimeros estranhos

(H—Q\/5 e 1%/5) O que vocé sabe sobre equagoes quadraticas?

2.2 Resolvendo Recorréncias Lineares

Vimos acima a férmula do termo de Fibonacci: a,, = 7 >-2)"). Apesar de podermos prova-la

por indugao, nao esta claro como chegamos a ela.



Para vermos de onde ela vem, considere uma outra recorréncia parecida: a,, = ban_1 — 6a,_2, ag = 0
e a; = 1. Ela é parecida no sentido de que é linear (um exemplo de nao-linear é uma quadrética, como
an = a2_;) e de grau 2 (isto é, busca 2 termos anteriores).

Com um pouco de criatividade, podemos escrever a,, — 2a,,—1 = 3an—1 — 6a,—2 = 3(an—1 — 2a,—2). Dal,
vemos que se definirmos b, = a,, — 2a,_1, entdo b, = 3b,_1. Temos uma PG (progressdo geométrica), logo
b, =3""1by, e by =1, logo b, = 3!

Porém, nosso truque funciona de outra maneira também: a, — 3a,—1 = 2(ap—1 — 3a,—2). Da mesma
forma que antes, ¢, = 2" !¢; onde ¢, = a,, — 3a,_1, logo ¢, = 2"~}

Isso nos dé um sistema de equacgoes: a, —2a,—1 = 3" lea,—3a,_1 = 2" !. Resolvendo para a,, temos
a férmula para a,,.

Porque nosso truque funcionou? Porque na equagao a, = 5a,—1 — 6a,—2, 5=2+3 e 6=2%3. Ou seja, 2
e 3 tiveram papéis especiais na nossa manipulacio porque 2 e 3 sdo as raizes da equacdo 22 — 5z +6 =0
(isso é outra maneira de dizer que 5 =2+ 3 e 6 = 2.3, pelas propriedades de soma e produto).

Dai que vem uma maneira natural de ver a razao durea (e seu conjugado) na férmula de Fibonacci. Sao
as raizes de 2 — 2 — 1 = 0, que surge da equacio =, = Tp_1 + Tn—2! O mesmo processo acima funciona

2 1+v5 | 1=V
2 €7

trocando 2 e 3 pelas raizes da equacao = — x — 1 = 0, que sao

Isso é uma teoria generalizavel!
Exercicios:
2.6) Crie a teoria generalizavel sobre solugoes para x, = axp—1 + STn—2

i) na nossa solugao, foi importante que 2 e 3 sdo diferentes, pois usamos o truque duas vezes para
conseguir o sistema de equagao. O que acontece se a equagao tiver raiz dupla? (por exemplo, dizemos que
2? — 6x + 9 tem raiz dupla pois #2 — 6x + 9 = (z — 3)?).

ii) Essa teoria é generalizdvel também para recorréncias de grau maior que 2. O que vocé acha que da
pra dizer, nesses casos? (isto é, equagoes como T, = Tp—1 + Tp—2 + Tn—37)

2.3 Numeros de Catalan

Problema 4: Considere um tabuleiro n x n. Uma formiga estd no vértice inferior esquerdo do tabuleiro, e,
novamente, ela quer chegar ao vértice superior direito fazendo um caminho de tamanho 2n (isto é, passos
para cima e para baixo sobre as arestas do tabuleiro). Mas, dessa vez ela nao quer ultrapassar a diagonal
do tabuleiro, ou seja, nunca passa pela metade inferior direita do tabuleiro (ela pode tocar a diagonal, mas
nao ultrapassi-la). De quantas maneiras ela pode fazer isso?

Exemplo: para n = 4, estas s@o as maneiras de fazé-lo:



Solugao: Como podemos transformar isso numa recorréncia? Dica: considere a primeira vez que o
caminho “toca” a diagonal, sem ultrapassd-la, é claro (pode ser no ponto final, o canto superior direito).
Suponha que isso ocorra a altura i. Antes de ¢ a formiga ndo toca a diagonal. Isso é andlogo a nao
ultrapassar a diagonal “logo acima” da principal, isto é, a diagonal principal deslocada uma unidade para
cima. Isso pode ser feito de ¢;—; maneiras. Para chegar do ponto do toque (altura i) ao ponto final,
a formiga pode voltar tocar a diagonal principal - as regras sao as mesmas. Isso pode ser feito de ¢,_;
maneiras. Segue que

n
Cn = 5 Ci—1Cn—i
=1

Mas como resolver essa recorréncia?
Surpresa: vamos resolver o problema com uma bijegao!

Noés iremos ver essa bijecao na aula. Essa solucao é bastante famosa e pode ser vista também no artigo

da Wikipedia [3].

(Antes de continuar, se vocé nio estava na aula, leia a "Prova 2” do artigo da Wikipedia! Alids, a
Wikipedia dé mais de uma solucdo por bijecao. A "Prova 2”7 é a mais conhecida, e mais simples que a
"Prova 3”)

e~ ~ ~ s 1 2n . ~
Com a bijegao, sabemos que a solugao da recorréncia é ¢, = 5 (n) Ou seja, provamos que a solugao
_ _ n X L4 _ 1 2n
deco=1lecp=> " ¢ci1tn_i €écp= —nﬂ(n)!

Pode parecer que a recorréncia aqui foi inutil. Na verdade, existe uma maneira puramente algébrica de
resolver a recorréncia dada, sem a bijecao. Assim, poderiamos concluir o problema algebricamente depois
de chegar & recorréncia. Esse método usa funcoes geratrizes, que veremos na proxima secao. Mas a solucao
de Catalan com fungbes geratrizes é um pouco avancada para essa aula, por isso eu nao a incluf aqui. Ela
pode ser encontrada também no artigo da Wikipedia [3], ou também no capitulo de Recorréncias de [1].

Mas, agora, quando virmos a recorréncia de Catalan, ja sabemos a solucao do problema!
Agora, vamos resolver os seguintes problemas! FEles podem ser resolvidos com recorréncias ou com
bijecoes. Tente conectar com a sequéncia de Catalan. Vocé pode construir uma recorréncia como a acima,

ou fazer uma bijecao com o problema da formiga acima.

2.7) Uma triangulacao de um poligono é uma divisao dele em tridngulos que nao se cortam. Por exemplo,
a imagem abaixo mostra todas as triangulagoes de um hexagono.
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De quantas maneiras podemos triangular um poligono regular de n lados?
Dica: fixe uma aresta do poligono, e considere o triangulo da triangulacao que usa essa aresta. Agora,
crie uma recorréncial :)

2.8) Uma sequéncia de n parénteses “a esquerda” - o simbolo “(” - e n a direita ¢é dita correta se ela
“fecha”, isto é, faz sentido na lingua portuguesa. Por exemplo, “(()(()))” é correta mas “())(()” nao é.
Quantas sequéncias corretas de 2n parénteses existem?

2.9) A figura abaixo ilustra uma “escada” de tamanho 4, e mostra todas as maneiras de construir essa
escada usando 4 retangulo empilhados. De quantas maneiras podemos fazer isso para n em geral?

— —l—l_"li—l' | _l—l_Tu

FIFFFFrFer

| |

2.10) Considere um poligono regular de 2n lados. De quantas maneiras podemos “parear” seus vértices
do modo a criar n linhas ligando esses pares, de modo que essas linhas nao se intersectem?

Esses exemplos todos (incluindo as imagens) foram tirados do artigo da Wikipedia (em inglés) sobre os
ntumeros de Catalan. L& tem muito mais exemplos super interessantes! Consulte! [3]

2.4 Um problema - P4 IMO 2011

Problema 5: (IMO 2011) Seja n um inteiro positivo. Temos uma balanga de dois pratos e n pesos cujas
massas sao 29,21 ..., 2771 Devemos colocar os pesos na balanca, um por um, de tal forma que o prato
direito nunca seja mais pesado do que o prato esquerdo. A cada passo, devemos escolher um dos pesos
que ainda nao estejam na balanca e coloca-lo sobre o prato esquerdo ou sobre o prato direito, procedendo
assim até que todos os pesos tenham sido colocados nela. Determine o niimero de maneiras em que isso
pode ser feito.

Solugao: Fazendo casos pequenos, vemos a importancia do peso maior. Como a soma de todos os outros
é menor que ele (por qué?), no momento em que ele é posto, a partir dali os demais pesos podem ser postos
em qualquer ordem e em qualquer das bandejas. Isso ja nos d4 uma orientacao sobre como contar, porque
essa tltima acdo pode ser feita de (n — 1 — j)! x 2771~/ maneiras, onde j é o niimero de pesos postos antes
do maior deles (podemos po-los em (n—1—j)! ordens, e em cada passo podemos escolher po-los a esquerda
ou & direita).

De quantas maneiras podemos por os pesos antes do grande? Podemos escolher quais serao esses pesos
-1 . N
de (”j ) maneiras. E quanto a ordem?



Digamos que os pesos colocados antes do peso maior sao 201,22 ... 2% onde b; € {1,2,...,n — 1}Vi.
Suponha sem perda de generalidade que by < by < ... < b;.

Como j& vimos, o peso maior é mais pesado que a soma de todos os outros, e isso vale aqui também (por
qué?). Entdo, no momento em que colocamos 25 ndo importa muito o fato de ele ser precisamente 2%
- para efeitos do problema, s6 importa que ele é maior que a soma de todos os outros. Assim, o nimero
maneiras de colocar os pesos 21,2 ... 2% é igual ao niimero de maneiras de colocar 201, 2b2 ... 2bi-1+1,

Iterando essa légica, vemos que o nimero de maneiras de colocar 201,22 .. 2% na balanca é igual ao
nimero de maneiras de colocar 2°,2', ... 2/=1 na balanca (hd uma bijecdo entre as duas sequéncias! :D
). Isso indica que podemos usar uma recorréncia! Seja a; o nimero de maneiras de colocar 20 91 . 271
na balanca.

Queriamos saber de quantas maneiras podemos distribuir os pesos na balanca quando o maior dos pesos
é colocado no passo j. J4 vimos que isso seria (n — 1 — j)! x 2"~17J vezes o niimero de maneiras de colocar
os pesos 201,22 25 Acabamos de descobrir que esse niimero é a;!

Assim, chegamos a recorréncia:

k—1
-1 .
anzz<n ) >aj(n—1—j)!><2”1]

=0~ 7

Nesse momento, nao fique desanimado com a complexidade da equagao! A essa altura do problema, vocé
jé fez um avango significativo, ja utilizou toda a informagdo combinatéria do problema! Com um pouco
de resiliéncia, se vocé conseguir trabalhar com essa equagao, vocé acaba o problemal

Essa equacao nao se encaixa no grupo que temos uma teoria completa (que seriam as lineares). Vamos
ver mais maneiras de resolver equagoes de recorréncia complicadas na préxima secao. Mas aqui podemos
tentar a boa e velha estratégia dos casos pequenos! Se conseguirmos chegar a uma conjectura para a
férmula, deve ser facil prova-la por indugao.

Fazendo casos pequenos, chegamos aos nimeros 1,3,15,105. Vocé pode reparar que 15 =3 x 5 e 105 =
15 x 7. A cada passo, parece que estamos multiplicando pelo préximo fmpar! Conjectura: a, é o n-ésimo
imparial!

O imparial é o produtério dos primeiros n impares: I(n) = 1.3.5.7..... (2n — 1). Nao é dificil ver que
uma maneira de escrever o imparial é I(n) = (712,3,)1'

O resto do problema, como previsto, é um exercicio em indugao, que fica pra vocé! :)

3 Funcoes Geratrizes

Uma funcdo geratriz é um objeto da forma f(z) = ag + a1z + asx? + .. .. Isso deve gerar varias perguntas:
primeiro, se essa definicio faz sentido, dado que por exemplo se f(z) =1+ x4+ 22+ ... e x > 1, a soma
nao converge, e portanto a soma nao faz sentido; segundo, o que isso tem a ver com combinatéria?

Responderemos a primeira pergunta eventualmente. Mas acho que antes vale a pena responder a segunda
, que é a motivagao para responder a primeira. Entao, vamos resolver alguns problemas de combinatoria
sem nos preocupar muito com as tecnicidades, e depois pensamos sobre elas. Por ora, pense em f(z) da
mesma maneira que vocé pensa em polinémios: nao precisamos ter ntimeros associados a eles, podemos
pensar apenas em f(x) como um objeto; uma sequéncia de coeficientes.



A primeira aplicacdo é resolver recorréncias sem ter que tirar féormulas da caixinha!

Vamos voltar a recorréncia que vimos antes: a, = 5a,—1 — 6a,_2, ag = 0,a; = 1. Considere a funcao
geratriz desta sequéncia: f(x) = ag + a1z + asz?® + .. ..

Aqui entra o poder das funcdes geratrizes: quando multiplicamos f(z) por z,x?, etc. nés “deslocamos”
os coeficientes da funcao:

f(@)r = apr + ay2® + aga® + . ..

Isso nos permite usar a férmula de recorréncia da seguinte maneira:

5f(z)x = bapx + H5a1x? + Sagw> + . ..

6f(x)x? = 6agr? + 6a12> + bagx* + . ..

Subtraindo uma equacao da outra, temos:

f(x)(5z — 622) = 5agz + (5ay — 6ag)z? + (5ag — 6ai)z> + ...
:a2x2+a3x3+...

Logo, f(z)(5z + 622) = f(x) — 2. Podemos resolver essa equacio e obter f(z) = Thorea?
Mas calma? Podemos dividir por funcoes geratrizes? O que significa isso?

Novamente, peco para continuar esperando para o momento em que vamos lidar com as formalidades.
Por ora, vamos ver o poder dessa divisao. Temos que:

A-z)(l+x+22+..)=1

Isso pode ser visto apenas expandindo os dois lados e vendo que os termos se cancelam. Logo,

1
1—=x

=14+z+22+...

Essa equacao é fundamental em funcgoes geratrizes!

Voltando & nossa equagao, temos f(z) = Mas 1—5z+622 fatora: 1—5x+622 = (1—2x)(1—3x).

Logo f(#) = goamja=sm)

R
1-5z+622 "

Agora, da mesma maneira que deduzimos a férmula fundamental acima, temos que ﬁ =1+ 2x+

422 +8x3 +.... Se conseguirmos separar W em duas fragoes, uma com denominador (1 —2x) e outra
com denominador (1 — 3x), conseguimos utilizar essas expansoes para calcular f(x).

Sabemos que quando somamos duas fragdes com denominadores ?ollnomiais multiplicamos os denom-

. _ A(1-32)+B(1—2z) _ (—3A—2B)z+(A+B
inadores, assim: 172:)3 + 17336 = T3y —  (1=20)(1=37) Como queremos separar o denomi-

nador de 7> Podemos fazer o processo inverso! Basta achar A e B tais que (—3A—2B)z+(A+B) =

(1—2x)1(1—3a:

z (o x da direita é o numerador de m)

A+ B =0, quenos dd A= —1,B =1 (essa técnica se chama “fracoes parciais”).

Para isso, basta resolver o sistema —3A4 — 2B = 1 e

Logo, f(z) = (17290)36(173@ - 1:533 + 1—1333



Agora sim usamos as expansoes da forma ﬁ =1+az+2%+... (usando 2z e 3z em vez de 7).
flx)=—(1+2z+42? +823+ .. )+ (1 +32+922 +2723 +...) = ag + a1z + asz® + . ..
Logo, a,, = 3" —2"!

Perceba o quéo facil é provar por inducdo essa férmula, mas nao é tao facil percebé-la!

Assim como ocorreu quando estudamos recorréncias lineares antes, exatamente o mesmo método funciona
para Fibonacci!

Exercicios:

3.1) Resolva a sequéncia de Fibonacci usando fungoes geratrizes
3.2) Resolva as seguintes recorréncias:

i) anp =2ap,_1+1,a0=0

il) apts = 6apt2 — 1lapy1 + 6ay, ag = 2,a1 = 0,a2 = —2 (assim como na se¢ao anterior, essa aplicagao
de fungoes geratrizes permite criar uma teoria geral sobre recorréncias lineares)

. o . ~ . . . 1 2 ~ .
iii) ans1 = 2a, +n, ag = 1. Aqui vocé vai precisar expandir =" como fungao geratriz

iv) anto — 6any1 +9a, =2" +n

3.1 Quando os expoentes contam!

Lembra do problema de particoes que resolvemos com bijecao 14 em cima? Relembrando:

Problema 6: Prove que o nimero de particoes de n em partes impares é igual ao nimero de particoes
de n em partes distintas.

Nota: Uma particao de n é uma sequéncia nao-ordenada cuja soma é n. Por exemplo, as particoes de 5

em partes impares sao {1,1,1,1,1},{1,1,3},{5}. As particoes em partes distintas sao {1,4},{2,3},{5} (a
quantidade de ambas é 3).

Solugao: Agora vamos resolvé-lo com fungoes geratrizes!

Considere D(x) = dg + dix + dex® + ... onde d; é o ntimero de particoes de j em partes diferentes.
Afirmamos que D(z) = (1 +z)(1 4+ 22)(1 +23)(1 +z%) . ..

Por qué?

Vamos chamar (14 z)(1+22)(1+2%)(1+2%)... de F(zx) por enquanto. J4 vimos l4 em cima que ds = 3

e as particoes de 5 em partes diferentes sdo {1,4},{2,3}, {5}. Como obtemos o coeficiente de x5 em F(x)?

Faca as contas: basta expandir até o termo (1 + 2°), pois os termos depois disso tém expoente maior que

5. Veremos que o coeficiente é 3, pois z° aparece como z!t4, 2213 e 25,

Quando expandimos F(x), passamos por cada fator (1 + z") e decidimos se vamos incluir 7 na soma do
expoente ou nao, e fazemos isso uma vez para cada r diferente. Logo, o coeficiente de z™ é exatamente a
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quantidade de conjuntos {ry,rs,...,7r:}, para qualquer ¢, tal que os r;’s sdo distintos e sua soma é n, como
querfamos. Logo D(z) = (1 +2)(1 +2?)(1 + 23)(1 +2*)...

~ . . o~ , A . . . 2 .
Agora, vamos pensar na fungao geratriz das particoes em fmpares: I(z) = i + i1z + i2z” + ... onde i;
é o nimero de particoes de j em partes impares.

Tente escrever I(x) de forma fatorada, como fizemos com D(z).

Conseguiu? Nao é muito facil na primeira vez que vocé aprende fungoes geratrizes, mas com a pratica
voceé se acostumal

Considere G(z) = (1+z+ 2?2+ 22+ .. )1+ 22 + 25 + 27+ .. ) (1 + 2% + 20+ 2 +...) ... Percebeu
o padrao? Cada fator é da forma 1 4 2" + 22" 4+ 23" + ..., para r fmpar.

O primeiro fator representa a quantidade de vezes que o 1 aparece na particao; o segundo fator representa
a quantidade de vezes que o 3 aparece na partigao, etc.

Quando computamos [x5], por exemplo (a notagao [:xt] indica o coeficiente de xt), temos novamente que
[:U5] = 3. Dessa vez, o 3z° vem de: z°1, 22113 ¢ 2%, que correspondem, respectivamente, as particoes

{1,1,1,1,1},{1,1,3} e {5}.

Da mesma forma que argumentamos acima, vemos que I(z) = (1+z + N A J(1+ 23+ 28 + 2% +
L)+ 0+ 25+ )

Agora, a mégica: para resolver o problema, basta provar que D(x) = I(x), ou seja, que (1 + z)(1 +
)1+ (142t = +o+2?2+23+. ) +23 +28 + 224+ .. )1+ 25 +2'0+2'5+...). A parte
“combinatoria” do problema acabou - agora usaremos apenas manipulacoes algébricas!

J& vimos que a identidade mais basica em fungoes geratrizes é ﬁ =1+2+2?+.... Logo o lado direito

11 1
-z 1—231—25 """

(I(x)) é igual a

1
s impar 1—x5*

Logo, queremos provar que [[.cn(14+2") =]]

Passando o denominador para a esquerda, podemos usar a identidade (1+%)(1—y) = 1 —y%. Queremos:

[T a=-2*)JJ+2) =1

s fmpar reN

Agora, podemos iterar a operacio que reescreve (1+v)(1—y) como 1 —y2. Observando que os niimeros
da forma 2s para s impar sao exatamente os nimeros pares que nao sao multiplos de 4, temos que a
expressao acima (vamos chamé-la de E(z)) é

I a-2*J]a+2")

s impar reN

Com este argumento iterativo (pode-se fazer inducao para formalizar), temos que

E@) = ] -2 ] +2>7)

s impar reN
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para todo k € N. Queremos provar que F(z) = 1. Mas, da expressdo acima podemos ver que qualquer
coeficiente ndao-nulo de F(z), exceto o [z°] (o coeficiente independente) tem expoente no minimo 2¥, para
todo k. Mas nenhum natural pode ser maior que todas as poténcias de dois! Segue que todo coeficiente de
E(x) diferente de [2°] é nulo! Logo, E(z) = 1.

Essa parte do argumento €, talvez, um pouco complicada formalmente. Outra maneira de desenvolvé-
la é: da expressao acima, que pode ser provada formalmente com inducao (e considerando todos nossos
objetos como fungoes geratrizes, para evitar discussoes sobre “convergéncia” e coisas do tipo) temos que,
para todo k, E(x) é da forma 1 + 22*Qy () para alguma funcio geratriz Q.

Suponha que existe algum coeficiente [z"] ndo-nulo, para r > 0, isto é, E(z) = 1 + cz” + H(x). Seja
s 0 menor indice tal que [z°] é ndo-nulo e s > 0. Considere k tal que 2* > s, que sempre existe. Entao
14 cz® + P(z) = 1+ 22*Q(x), logo cx® = 2% Qi (x) — P(x). Mas P(x) tem grau maior que s pela escolha
de s, logo o lado direito da equacao tem todos os termos com expoente maior que s. Absurdo, pois o lado
esquerdo tem um 1nico termo, cujo expoente é s! Logo nao existe tal s.

Os seguintes problemas usam a mesma ideia!
Exercicios
3.3) Prove que é possivel escrever um nimero em qualquer base de forma tnica.

Nota: caso vocé nao esteja familiarizado com esse conceito: nés trabalhamos normalmente com o sistema
decimal. Isso significa que quando escrevemos 132 estamos nos referindo ao ntimero 1 * 102 + 3 % 10 4 2.
Porém, isso pode ser feito substituindo 10 por qualquer nimero. Por exemplo, em base 2 (chamado sistema
bindrio), o nimero 1101 representa 1 % 23 4 1 % 22 + 0 % 2! + 1, que conhecemos como 13 em base decimal
(escreve-se (1101)2 = (13)19). Em base 16, precisamos introduzir 6 novos digitos: a, b, c,d, e, f. Entao, por
exemplo, (b5¢)16 = 11 % 162 + 5 % 16! 4+ 12 = (2908)1.

3.4) Seja m um inteiro positivo. Mostre que se temos uma balanca de dois pratos e pesos nos valores
1,3,32,3% ..., entdo com esses pesos podemos medir qualquer valor inteiro de maneira tnica.

3.5) (problema repetido da parte de bijegoes - agora resolva com fungdes geratrizes!) Prove que o niimero
de particoes de n em k partes é igual ao ntimero de parti¢oes de n cuja maior parte é k.

4 Mas podemos fazer isso?

Agora, voltamos & pergunta: por que podemos fazer isso tudo? O que significa 1 + 2 + 22 4 ... se z > 1,
quando a soma nao converge?

A resposta é que nao precisamos utilizar valores “reais”, como x = 1. Queremos usar as propriedades
interessantes dessas expressoes (que em grande parte se resumem ao fato de que ™" = x™z™).

Entao, definimos o objeto f = [ag, a1, az,...]. A partir daqui, definimos soma, multiplica¢do, da maneira
que nos interessa, e verificamos, usando essas defini¢oes, que as propriedades que nos interessam se verificam
1 _ 2
(eg, = =1+ +2°+...).
Para g = [bo, b1, b, . . .], definimos a soma f + g = [ag + by, a1 + b1, .. ]

Definimos também a multiplicagao: f.g = [aobo, a1by + aob1, apbs + a1b1 + azby, . . .|, “imitando” a multi-
plicagao de polinémios.

Isso é uma ideia importante: estamos “roubando” as ideias da multiplicacao e definindo objetos de modo
que ndo temos que nos preocupar com questoes como convergéncia. Escrever (ag + a1x + agz? +...)(by +
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bix +box? 4 ...) = agbo + (agby + aibg)z + . .. pode ser visto apenas como uma “visualizacio” dos objetos
f e g, e a utilizagdo das propriedades de soma e multiplicacao definidas para eles!

Como explicamos 1 =7 Bom 1 5 em geral (em qualquer universo) é o inverso multiplicativo de d. Aqui
nao é dlferente Pela deﬁm(;ao de multiplicagao acima, vemos que (1 —x)(1+x +22+...) = 1. Segue que
(1-z)'=14+z+22+.... & ¢ s6 uma notacdo diferente para (1 —z)~".

E importante aqui observar que nao podemos supor que qualquer objeto f(x) = a, + ajx + ... tem um
inverso multiplicativo, pois nao provamos que todo elemento tem inverso. Assim, sé podemos escrever ﬁ
quando ja provamos que existe g tal que fg = 1. De fato, muitos elementos ndo tém inverso! Por exemplo,
nao existe uma fungao geratriz g tal que g(x)x = 1, isto é, f(x) = x nado tem inverso! (qualquer elemento
da forma aiz + asz?® + ... ,isto é, com ag = 0 ndo tem inverso! Serd que estes sdo todos os elementos que
nao tém inverso?)

Para saber mais sobre esse assunto, e também ver mais maneiras inesperadas de usar funcoes geratrizes,
consulte [4].
Exercicio:

3.5) Pense sobre quais fungdes geratrizes tém inverso! Pense sobre quais suposigoes vocé estd usando na
sua resposta.

5 Provando identidades

Por dltimo, voltamos as identidades binomiais que provamos na primeira secdo. Agora vamos provéa-las de
maneira puramente algébrical

20) () + () + () -+ () =2

Vocé conhece o Binémio de Newton? (z +y)" = (§)z" + (7)2" 'y + (5)2" %y* + (Z) Essa
férmula pode ser provada “combinatorialmente”, pensando em como cada um dos termos 2ty t surge.

Ela também pode ser provada por inducao.
Substituindo x = y = 1, temos a férmula desejadal
3.7) Ache uma férmula para (8)2 + (7{)2 + (721)2 +...+ (")2

Vocé conseguiu resolver esse problema com bijecao? Para resolvé-lo com fungoes geratrizes, fica uma
dica: considere (1+z)?" = (14z)"(14z)", e lembre que (}) = (,,”,). Onde aparece a soma de quadrados
acima?

3.8) Prove que, para k < m,n, Z?:o (?) (kaJ) = ("zm)
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