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Esse material é baseado fortemente no artigo Cyclotomic Polynomials in Olympiad Number
Theory!, de Lawrence Sun.

1 Definicoes Introdutoérias

Aqui comegamos com as defini¢bes que serdo, utilizadas como instrumento ao longo do artigo.

Definicao 1.1. (Raizes da unidade) Dado um inteiro positivo n, um niimero complexo z é chamado
uma raiz n-ésima da unidade se satisfaz a equagdo z™ = 1. Se n é o menor inteiro positivo para o
qual isso é verdade, entao z é uma raiz primitiva n-ésima da unidade.
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Definigao 1.2. Dado um inteiro positivo n, definimos w,, = exp () , a raiz n-ésima da unidade
n

de menor argumento.

Definic¢ao 1.3. (Ordem moédulo p) Denotamos por ord,(a), e chamamos ordem de a médulo p, o
menor inteiro positivo k, para o qual a* =1 (mod p).

2 Introducao & Polinémios Ciclotémicos

Introduzimos agora a definicao de polinémios ciclotdémicos e alguns teoremas béasicos sobre os
Iesmos.

Defini¢ao 2.1. (Polinomio Ciclotdémico) Dado um inteiro positivo n, o n-ésimo polindémio ci-
clotémico é o polindémio ménico cujas raizes sao simples e raizes primitivas da unidade, isto é, o
polinémio:
_ k
Su)= [ (@—wb).
1<k<n
mdc(k,n)=1
Da defini¢ao de polindmios ciclotémicos, podemos tirar algumas importantes conclusoes:

Teorema 2.2. Para todo inteiro positivo n, temos 9(®,(x)) = ¢(n).

Teorema 2.3. Para todo inteiro positivo n, temos z" — 1 = H Dy(x).
dln

Teorema 2.4. Para todo inteiro positivo n, ®,(x) é um polindmio irredutivel, simétrico, e de
coeficientes inteiros.

Obs: @, (x) é um polindmio irredutivel para todo n inteiro, faremos mais adiante utilizando
alguns resultados ainda nao mencionados.



3 Propriedades dos Polinémios Ciclotomicos

Definicao 3.1. (Fungio de Mdbius) A fungdo de Mdobius i é definida para todo inteiro positivo
n da seguinte maneira:

pu(n) =1, se n é livre de quadrados e tem um ntamero par de divisores primos

w(n) = —1, se n ¢ livre de quadrados e tem um ntmero fmpar de divisores primos

w(n) =0, se n nao ¢é livre de quadrados

Teorema 3.2. Para todo inteiro positivo n > 1, Z w(d) =0.
d|n

Teorema 3.3. (Formula de Inversdo de Mobius) Sejam f e g duas fungdes definidas nos nameros
naturais, satisfazendo g(n) = Z f(d), para todo inteiro positivo n, entdo f(n) = Zu(d)g(%)
dln d|n

Teorema 3.4. Para todo inteiro positivo n, temos &, (z) = H(xd — 1)Hn/d),
d|n

Teorema 3.5. Para todo inteiro positivo n, a soma das raizes primitivas n-ésimas da unidade é
p(n).

Teorema 3.6. Seja n um inteiro positivo e p um nimero primo. Entao se p|n, temos que ®,,,(x) =
D, (zP)

®,,(zP). Se p{n, temos que Dy, (x) = Do)

Teorema 3.7. Se a,n sdo inteiros positivos e mdc(a,n) = 1, temos que P, (z?) = H D,4(x).
dla

Teorema 3.8. Seja P um polinémio em R[z](ou Q[x], Z[z], Z,[z]). Entdo existe um polindmio
nio constante q() tal que q(z)? | P(z) se, e somente se, ged(P(z), P'(z)) # 1.

Teorema 3.9. (Lema de Gauss) Seja f(z) um polindmio ménico de coeficientes inteiros, e suponha
que f(z) = g(z)h(x), onde g(x) e h(x) sdo polindmios mdnicos de coeficientes racionais. Entao
g(z) e h(x) sdo polinémios de coeficientes inteiros.

Enfim temos as ferramentas necessarias para provar:

Teorema 3.10. Para todo inteiro positivo n, ®,(x) é irredutivel em Z[x].

4 Polindmios Ciclotomicos e Teoria dos Nuimeros

Nesta secao, comecamos a traduzir para Teoria dos Numeros alguns resultados de polindémios
ciclotémicos.

Proposigao 4.1. Sejam m, n inteiros positivos e p um primo tal que p t mn. Entao mde(®,,(x), @, (x)) =
1 em Z,|x].

Teorema 4.2. Seja p um ntmero primo. Entdo para todos inteiros positivos n e inteiros a tais
que mdc(n,p) = 1, temos p | Y, (a) < ord,(a) = n.

Teorema 4.3. Sejam m,n inteiros positivos distintos e h um inteiro. Entao, se
mdc(®p (h), @ (h)) # 1,
) mo - .
este valor é p* e — = p”, para inteiros z e k, e um primo p.
n

Teorema 4.4. (Dirichilet para resto 1) Para todo inteiro positivo n, existem infinitos primos da
forma nk + 1, k inteiro.



5 Teorema de Zsigmondy

Comegamos essa se¢do enunciando o poderoso Teorema de Zsigmondy

Teorema 5.1. (Zsigmondy) Sejam a, b e n inteiros positivos, tais que a > b > 0,n > 0, mdc(a, b) =
1. Entdo existe um ntimero primo ¢ divisor de a™ — b™ tal que ¢q { a¥ — b* para todo inteiro k,
0 < k < n, exceto os seguintes casos:

(H)n=1a-b=1

(2)n=2,a+b=2"

B)n=6,a=2,b=1

Para isso, podemos provar as seguintes proposigoes:

Proposic¢ao 5.2. Sejam a,n > 1 inteiros. Suponha que todos os fatores primos de ®,,(a) sejam
divisores de n. Entao ®,(a) é um primo que divide n, ou n = 2.

Proposicao 5.3. Sejam a,n > 1 inteiros. Escreva n = p¥r, onde p { r. Entdo, temos ®,(a) >
(B*=2(b— 1))*™), onde b = a?" "

6 Problemas
Problema 1 (BMO). Prove que ndo existem primos na sequéncia infinita
10001, 100010001, 1000100010001, ...

Problema 2 (Japao). Encontre todas as quinas de inteiros positivos (a, n, p, g, ), tais que a®—1 =
(a? = 1)(a% — 1)(a" — 1).

Problema 3 (WOOT). Seja n um inteiro positivo. Prove que o ntimero 22" + 22"~ 41 pode ser
escrito como o produto de ndo menos que n fatores primos (ndo necessariamente distintos).

Problema 4. Prove que existem infinitos inteiros positivos n, tais que todos os divisores primos
de n? 4+ n + 1 ndo sdo maiores que /7.

Problema 5. Prove a existéncia de raizes primitivas médulo p, para todo p primo.

Problema 6 (OMO). w é um nimero complexo tal que w?13 = 1 e w™ # 1 para m =
1,2,...,2012. Encontre o nimero de pares ordenados de inteiros (a,b), com 1 < a,b < 2013
tais que

A4+w+-+w)(l+w+-+w?)
3

é raiz de algum polinémio com coeficientes inteiros e coeficiente lider 1(isto é, um inteiro algébrico).

Problema 7 (IMO). Se p é um ndmero primo, mostre que existe um outro nimero primo ¢ tal
que nP — p nao é um multiplo de ¢ para nenhum natural n.

Problema 8. Encontre todas as solugoes inteiras positivas da seguinde igualdade:
(a+D)(@+a+1)(a"+a" '+ +1)=(a"+a" 4 +1).

Problema 9. Sejam p1,ps, - - - , pr primos distintos maiores que 3, e seja N = 2P1P2"Pk 1. Mostre
k—
que N tem pelo menos 22 " divisores.
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