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Esse material é um formado por partes do capitulo de algoritmos pre-
sente no livro Seletiva Cone Sul 2014

Um assunto cada vez mais frequente na vida de qualquer pessoa é o
algoritmo. De forma bem simples, podemos dizer que um algoritmo é uma
sequéncia de passos pré-estabelecidos que resolve um problema. Por exemplo,
quando qualquer pessoa pretende marcar um compromisso, como por exem-
plo uma consulta médica, numa determinada data e hora, ela segue o seguinte
algoritmo:

1. Olha a data e hora sugerida pela atendente.

(a) Se h4 disponibilidade, entdo marca a consulta.

(b) Caso contrario, entdo pede outra sugestdo de data e hora para a
atendente.

2. Faz-se os passos anterior até a consulta ser marcada.

Os algoritmos sao ferramentas poderosas cada vez mais usadas nos dias
atuais, sendo com frequéncia usados, sem saber que tal estratégia chama-se
algoritmo. Por exemplo:

e qualquer motorista usa um algoritmo para chegar a um destino.

e um médico usa algoritmo para determinar que doenga o paciente tem, a
partir dos sintomas do mesmo.

e um juiz usa algoritmo para fixar a pena de um criminoso, a partir do que
esta estabelecido no Cédigo Penal.

e um bom advogado usa algoritmo para sugerir a um empresario meios de
agir, sem violar qualquer lei.

Os estudos de algoritmos sao imprescindiveis aos funcionérios de Tecnologia
de Informacao, pois sao eles que elaboram e programam os cédigos para execu-
tarem um algoritmo. Um exemplo clédssico é a aplicacao do algoritmo classico
chamado Bubble Sort para a organizacao de uma lista de nomes em ordem al-
fabética. Por isso, vé-se com bastante frequéncia o estudo de algoritmos entre
os estudantes de olimpiadas de informédtica. Sobre essa area de computacao,



convém-se comentar uma aplicacao bastante atual de algoritmos na Inteligéncia
Artificial e nos sistemas de Business Inteligence para auxilio de tomadas de
decisoes gerenciais.

Nas olimpiadas de matemaética, também ha muitas questoes envolvendo al-
goritmos. O exemplo mais recente aconteceu na IMO/2017, considerada a IMO
mais dificil da histéria até entdo, onde a questdo 5 foi sobre esse tema. Para
contextualizar brevemente, apresentemos o algoritmo simplificado, nao eficiente,
para determinar se um numero n é primo:

1. Divida o nimero n por todo niimero maior que 1 e menor que n.

2. Se algum dos restos é das divisoes do passo anterior é igual a 0, entao o
nimero é composto.

3. Caso contrario, n é primo.

Diversas melhorias podem ser aplicadas ao algoritmo acima. Por exemplo,
ao invés de dividir até (n — 1), poderfamos dividir até |/n]. O debate sobre
eficiéncia nao faz parte do escopo desse material, apesar de ser muito importante
para olimpiadas de informatica. O objetivo desse material é apresentar algumas
técnicas envolvendo algoritmos aplicados a olimpiada de matematica. Para ter
uma ideia de como isso pode ser visto, considere o exercicio a seguir.

Problema 1 (Ruissia/1998) Um labirinto é um tabuleiro 8 x 8, com alguns
quadradinhos adjacentes 1 x 1 separados por muros, é tal que quaisquer dois
quadradinhos sao conectados por um caminho que nao passa por cima de qual-
quer muro. Dado um comando CIMA, BAIXO, DIREITA ou ESQUERDA, um
peao pode dar um passo na direcao correspondente, a menos que ele encontre
um muro ou uma borda do tabuleiro. Deus escreve um programa que consiste
de uma sequéncia finita de comandos e entrega ele para o Diabo, que entao
pode construir um labirinto e colocar um peao em um dos quadradinhos.
Deus pode escrever um programa que garanta que o peao vai visitar todos os
quadradinhos 1 x 1 do tabuleiro, ainda que o Diabo se esforce para impedir isso?

Solucao: Resposta: Sim

Para isso, Deus pode adotar o seguinte algoritmo para numerar de 1 a 64 os
quadradinhos do tabuleiro 8 x 8:

1. Seja 1 o quadradinho 1 x 1 mais abaixo e esquerda;

2. Enquanto nao chegar ao final da linha, numere o quadradinho adjacente
da direita com o nimero seguinte;

3. Ao chegar ao final da linha, numere o quadradinho mais a esquerda da
linha acima com o nimero seguinte;

4. Enquanto for possivel, execute os dois passos anteriores

A aplicacao do algoritmo acima gera o tabluleiro a seguir:
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Depois, usando a numeracao do algoritmo anterior, Deus pode adotar o
seguinte algoritmo para uma possivel configuracdo L1 qualquer de labirinto:

1. Para todo i = 1,2,--- ,64, seja P; a sequéncia de comandos que o peao
adota para que, comecando no quadradinho de ntimero i, ele visite todos
os quadradinhos do tabuleiro 8 x 8;

2. Junte todos os P;’s, sem mistura-los;

3. Chame de Pr, a uniao de todos os P;’s nesse caso. Isto é:

P, =P,P,--- Py

Entao, para concluir seu programa, Deus pode, usando o algoritmo anterior,
aplicar também o algoritmo a seguir:

1. Para cada possivel configuraciao L; de labirinto, encontre P ;

2. Junte todos os Pr;’s, sem misturd-los, de forma andloga ao algoritmo
anterior.

Como o tabuleiro é finito, entao todas as configuragoes de labirinto é
um conjunto grande, mas finito, sendo possivel a aplicabilidade do algoritmo
anterior. O resultado do algoritmo anterior é suficiente para Deus atingir seu
objetivo. |

Notemos que o exemplo apresentado é uma aplicacao do varios algoritmos
simples, ou seja, aplicacao de varios conjuntos de passos pré-estabelecidos.

Relembremos, como comentado no comeco, que nao houve qualquer pre-
ocupagao com eficiéncia. Por exemplo, na configuracao de labirinto que nao
possui muro, todos os P;’s seriam iguais, de forma que nao precisaria ser feito
o mesmo algoritmo 64 vezes nessa configuragao. Esse debate sobre eficiéncia
é uma diferencga entre as olimpiadas de informaética e as olimpiadas de ma-
temadtica: enquanto na computacao, quase sempre hé limitagoes de desempenho
e memoria, na matematica, quase nunca hé essa preocupagao. Com isso, tenha-
mos sempre em mente que sé haverd preocupacao com eficiéncia em questoes
de olimpiada de matemadtica, se o enunciado falar sobre isso. Caso contrario,
sigamos aquele principio bastante usado que diz o seguinte: ” A melhor solucao
sua para o problema é a que resolve ele”.

Para melhor estudo das técnicas de algoritmos em questoes de matematica,
esse material esta dividido nos seguintes tépicos:

e Algoritmo recursivo (bastante usado em Teoria dos Numeros);



e Algoritmo indutivo;
e A questao 5 da IMO/2017.

Vamos entao comecar a estudar a aplicagao de algoritmos na olimpiada de
matematica. Uma tltima sugestao é que o leitor, em cada exercicio resolvido,
para melhor aproveitamento do material, siga o seguinte algoritmo:

1. Leia o problema;
2. Antes de comegar a ler a solugao, pense por 20 minutos ou mais;

3. Depois de pensar o tempo do passo anterior, leia a solugao.

1 Algoritmo recursivo

A ideia de ir olhando casos anteriores para analisar um caso maior chama-
se recorréncia. Um exemplo classico de recorréncia é a prépria sequéncia de
Fibonacci.

Na area da programacao, a recorréncia é a base para uma técnica de muito
conhecida e muito aplicada chamada Programacdo Dindmica, que, por exemplo,
é aplicada ao famoso problema da mochila. Para entender melhor, considere o
seguinte exemplo: Joaozinho prepara sua mochila para a escola. Ele s6 pode
levar cadernos que somam até 200 folhas, quer levar a maior quantidade de folhas
possiveis e tem cadernos de 120 folhas e de 96 folhas. A aplicacdo do algoritmo
guloso recomendaria o caderno de 120 folhas, pois é o maior que cabe, quando
a melhor solugao é ele levar dois cadernos de 96 folhas. Tenhamos sempre em
mente que, apesar de parecer 6bvio nesse exemplo que os dois cadernos de 96
folhas, o algoritmo é um conjunto de passos pré-estabelecidos e o computador
que executa o algoritmo, ndo raciocina, apenas executa. Qutro exemplo muito
comum do famoso problema da mochila é o investidor que deseja aplicar a maior
quantidade de dinheiro possivel, dentro de seus limites, entre as opgoes que
ele tem. Mas, como o objetivo desse material estd relacionado a matematica,
deixemos esse debate de programagao por aqui.

H&a muitas aplicagoes de algoritmos recursivos em questoes de teoria dos
ntimeros. Um exemplo disso acontece nas equagoes de Pell. Para entender
melhor, estudemos o exercicio resolvido a seguir, que representa uma equagao
de Pell, levemente mais generalizada:

Problema 2 Prove que a equaciao
322 — 112 =1

possui infinitas solugoes inteiras positivas.
Solugao: Considere o seguinte algebrismo:
322 — 112 =1
(x\/§+ yx/ll) : (:m/é - y\/ll) -1
3 3
(;m/§ + yx/ll) : (:m/:? - y\/ll) _ 13



Aplicando os produtos notéveis (a +b)> = (a* 4 3ab*) £ (3a?b + b%), temos
que:

[<3x3\/§ + 33xy2\/§> + <9x2y\/ﬁ + 11\/ﬁy3)} :
[(3x3x/§+ 33xy2\/§) - (9z2y\/ﬁ+ 11\ﬁy3)} —1

3 (32° + 332y%)° — 11 (92%y — 11%)° =1

Portanto, temos que se («a, ) é solu¢do da equagdo do enunciado, entdo
(3a? + 33a3%,9a23 + 1183) também é. Dai, como (a,3) = (2,1) é solugao,
entao temos que a equagao do enunciado tem infinitas solugées. Uma forma de
se gerar infinitas solugdes inteiras positivas (z,y) é dada pelo algoritmo a seguir:

1. Fagaz =2ey=1.
2. Faca z = 32% 4 33xy2 e w = 922y + 11¢5.
3. Facaz =zey=w.

4. Volte ao passo 2. |

Por exemplo, temos que:

Passo | =
1 2 — —

2 2 3.25433.2-12=90]9-22-1+11-13=47

3 90 | 47 90 47

2 90 | 47 | 3-90%+33-90 472 9.90% .47 + 11 -47°

z w

=] =

No exemplo anterior, vemos a seguinte recorréncia: a solucdo inicial (2,1)
gera a segunda solugdo, (90,47), que gera a solugdo seguinte, que gera préxima
a solugao e assim sucessivamente.

Para terminar essa segao, vejamos um caso em que a ideia de recorréncia
nao é tao transparente. No segundo teste do processo seletivo para a equipe
que representou o Brasil na XXVIII Olimpiada de Matemética do Cone Sul,
caiu uma questao cuja recorréncia, aplicando algoritmo, apresentava-se de forma
diferente do comum: os casos maiores definiam os menores. Vejamos tal questao
e sua solucao:

Problema 3 (Cone Sul/TST - 2017) Tina escreve, na lousa, o produto a seguir:
1-2.3...n

Tina pode escolher alguns niimeros, ou todos se ela quiser, e colocar um sinal de
exclamacgao ao lado, transformando tal nimero em fatorial. Para quais n > 2,
ela pode colocar sinais de excalmacao de tal forma que o produto resultante
seja um quadrado perfeito?



Por exemplo, para n = 4, temos que 1-2!-3-4! = 144 = 122,

Solugdao: Em primeiro lugar, notemos que se p primo, entao sé6 havera um
fator p e, por isso, nunca sera possivel ter um quadrado perfeito, pois nao sera
possivel dois fatores p.

Além disso, observemos que, para um determinado primo p, (p + 1)! adici-
ona um segundo fator p, além de adicionar alguns outros. Entao, considere os
nimeros primos menores que n. Sejam pi, Po, - - - Pr todos os numeros primos
menores que n, em ordem crescente. Dai, considerando a lousa inicial de Tina,

sem qualquer fatorial, percebamos que o algoritmo a seguir resolve o problemas:
1. Torne todos os niimeros primos p1, ps, - - - , Pr nao marcados.

2. Seja j o maior nimero primo ndo marcado e seja i a paridade do fator de
j atualmente na lousa.

3. Se i é fmpar, adicione fatorial ao (j+1). (Note que se i é par, nada é feito
nesse passo)

4. Marque o primo j.
5. Enquanto houver primo ndo marcado, isto é, j # 2, volte ao passo dois.

Por exemplo, aplicando o algoritmo para n = 10, temos:

lousa

j i primos marcados
1-2-3-4-5-6-7-8-9-10 7 | impar ——
1-2-3-4-5-6-7-8!-9-10 5 | impar 7
1-2-3-4-5-6!-7-8!-9-10 3 | impar 7,5
1-2-3-41-5-6!-7-8!-9-10 2 par 7,5, 3
1-2-3-41-5-6!-7-81-9-10 || —— - 7,5,3e2

Dai, temos que:
1-2-3-41.5.6!-7-81.9.10=216.3%.5%.72

Resposta: Portanto, para todo n composto, Tina pode escrever um
quadrado perfeito na lousa. |

Notemos que a solugao acima, foi usando uma recorréncia ”invertida”: os
primos maiores primos definiam determinados fatoriais, ou nao, e os menores
ficaram por ultimo. Esse tipo de algoritmo recursivo ”invertido”é comum em
questoes de teoria dos ntmeros. O algoritmo euclidiano, muito usado para
célculo de mdc é uma famosa aplicacao dessa ideia.

2 Algoritmo indutivo

Umas das técnicas mais famosas na teoria dos numeros é o principio da
indugao. Resumidamente, tal principio diz que uma propriedade P é valida
para os nimeros inteiros a partir de um ndmero x qualquer (geralmente z = 1),
se ela é vdlida para esse valor de x (caso inicial) e se podemos a partir de x
provar que x + 1 tem a propriedade P. Notemos que a técnica de indugao pode
ser expressa de forma algoritmica:



1. Prove o caso inicial.
2. Suponha a hipétese de indugao.

3. Prove o passo indutivo, usando a hipétese de inducao.

Uma questao classica muito encontrada em teoria dos nuimeros, envolvendo
algoritmos indutivos, é a ideia de pegar todos os termos de uma sequéncia num
determinado momento e fazer algo com eles, como, por exemplo, multiplicar
tudo, para gerar o préoximo termo ou numa nova sequéncia de tamanho um a
mais que a anterior, caracterizando a inducao. A préxima questao é um exemplo
disso:

Problema 4 (OBM/2011) Existem 2011 inteiros positivos a1 < ag < -+ <
ago11 tais que, para todo 1 < i < j < 2011, mdec(a;,a;) = a; — a;?

Solugdo: Sim. Vamos provar que podemos criar uma sequéncia de tamanho
qualquer satisfazendo as condi¢es do problema. Para isso, usando a sequéncia
inicial a; = 2 e as = 3, basta seguir o seguinte algoritmo:

1. Multiplique todos os elementos da sequéncia. Seja P tal produto.
2. Gere a nova sequéncia a partir dos seguintes passos

(a) o primeiro termo é P

(b) desloque, em um, os termos da sequéncia anterior e some P em cada
um deles.

3. Volte para o passo inicial, usando a nova sequéncia

Aplicando o algoritmo mencionado, gerariamos as seguintes sequéncias:

Tamanho Sequéncia
2 2e3
3 2:3=6,24+6=8e3+6=9
4 6-8-9=432,6+4+432 =438, 8 +432 =440 e 94432 = 441

No caso particular da solugao anterior, a motivacao do algoritmo é que, para
x 2y, temos que mdc(z,y) = mde(x — y,y) e dai, somar um termo constante e
esperto P, a x e a y, torna o mdc invariante.

Vamos, entdo a tltima se¢ao desse assunto: a questao 5 da IMO/2017.

3 Questao 5 da IMO/2017

Enfim, chegamos na 1ltima se¢ao desse material: a questao 5 da IMO/2017,
a IMO que foi considerada a mais dificil de todos os tempos, tendo em vista a
quantidade necessaria de pontos para ser medalha de ouro.

Antes de tudo, alguns dados interessantes sobre esse problema, dados esses
obtidos diretamente do site oficial da IMO:



e Entre os 615 participantes da IMO, nesse problema, apenas 59 alunos
obtiveram a pontuagdo méxima (7 pontos) e 451 estudantes obtiveram
zero pontos.

e A maior soma de pontuagao dos alunos de um pafis nesse problema foi 26,
obtida por Hong Kong. A soma das pontuacoes dos alunos chineses foi
19.

e Os alunos russos somaram 8 pontos nesse problema, fato esse espantoso
tendo em vista que a Russia foi o pais que propos esse problema.

Os dados acima podem levar a acreditar que esse problema era muito dificil.
Porém, na verdade, boa parte da solugao consistia em ter a ideia algoritma
correta.

Sem adiar mais, vamos a solugao:

Problema 5 (IMO/2017) Seja N > 2 um inteiro dado. Um conjunto de N (N +
1) jogadores de futebol, todos de diferentes alturas, colocam-se em fila. O
treinador deseja retirar N(N — 1) jogadores desta fila, de modo que a fila que
sobra formada pelos 2N jogadores restantes satisfaca as N condicoes seguintes:

(1) Nao resta ninguém entre os dois jogadores mais altos.

(2) Nao resta ninguém entre o terceiro jogador mais alto e o quarto jogador
mais alto.

(N) Nao resta ninguém entre os dois jogadores mais baixos.

Demonstre que isto é sempre possivel.

Solugdo: Notemos que o enunciado fala em escolher 2N jogadores. Dai, é
sugestivo a ideia de tentar dividir em N grupos de (N + 1) e escolher dois
em cada grupo, de forma esperta. Essa ideia ficard mais clara no nosso passo
indutivo.

Apliquemos, entao, inducao.

e Caso inicial (IV = 2) O treinador deve escolher, num grupo de 6 jogadores,
4 de forma que os dois mais altos ficam juntos e os dois mais baixos também.
Para isso, ele pode dividir a fila em duas: a primeira formada pelos trés primeiros
e a segunda formada pelos trés ultimos.

Pelo Principio da Casa dos Pombos, uma das duas filas tem, pelo menos,
dois dos trés jogadores mais altos. Pegue essa fila e selecione os dois mais altos
dela. Além disso, a outra fila tem, pelo menos, dois dos trés jogadores mais
baixos. Pegue essa outra fila e selecione os dois mais baixos dela. Isso conclui
o caso inicial.

e Hipdtese indutiva (N = T — 1) Suponha que seja possivel selecionar
2T —2 jogadores de um grupo de (T'—1)T jogadores nas condigdes do enunciado.

e Passo indutivo (N = T') Considere o grupo de T(T + 1) jogadores. Para
chegar aos 27" jogadores procurados pelo enunciado, basta o treinador seguir o
seguinte algoritmo:



1. Agrupar todos os jogadores em T grupos de T+ 1, conforme a posi¢ao
deles. Por exemplo, os (T + 1) primeiros estdo no grupo 1, os préximos
(T' 4 1) est@o no grupo 2 e assim sucessivamente.

2. Para cada grupo 4, determine a; (o jogador mais alto do grupo i) e b; (o
segundo jogador mais alto do grupo 7).

3. Determine o grupo M, sendo tal grupo que possui o maior b;, isto é, que
possui, entre todos os segundos jogadores mais altos de cada grupo, o
segundo jogador mais alto.

4. Selecione, entao, os dois jogadores mais alto do grupo M

5. Descarte os demais jogadores do grupo M e o jogador mais alto de cada um
dos outros T'— 1 grupos. Note que esse passo descartou 27 — 2 jogadores,
incluindo os outros T'— 1 do grupo M nao selecionados no passo anterior.

X X X O X X OX X e X

grupo 1 grupo M grupo T

6. Aplique a hipétese indutiva aos T(T + 1) — 2T = T(T — 1) jogadores
restantes. Houve subtragao de 27T pois foram selecionados 2 jogadores, do
grupo M, e descartados outros 27 — 2 jogadores no passo anterior.

Notemos que o ultimo passo poderia ser trocado por “Se T > 2, troque T'
por T — 1 e volte para o passo inicial e, caso T" = 2, aplique o caso de escolher
4 jogadores num grupo de 6 jogadores (caso inicial)”.

Uma dultima observacao importante sobre esse problema é que essa cota
de N(N + 1) é a melhor cota para selegdo de 2N jogadores nas condigoes do
enunciado, para N = 2 e N = 3 bastando, para concluir isso, analisar as
configuracoes 1,5,3,4,2 e 1,10,6,4,3,9,5,8,7,2, 11, respectivamente, sendo i a
altura do i-ésimo jogador mais alto, para todo 1 < i < N(N + 1).

Agora, depois desse estudo sobre algoritmos, vamos praticar um pouco.



4 Exercicios extras sobre algoritmos e processos

4.1 Sobre TN

Problema 6 (Sérvia/2010) Uma tabela n x n preenchida com nimeros
1,2,---,n% é chamada cabulosa se todos os produtos de n nimeros escritos
em n quadradinhos espalhados deixam o mesmo resto na divisdo por n? + 1.
Existe uma tabela cabulosa para

a) n =387
b) n =107

Obs.: n quadradinhos sdo ditos espalhados se ndo ha quaisquer dois deles na
mesma linha ou mesma coluna

Problema 7 (Rioplatense/2003) Sejam n e k inteiros positivos. S&o dadas n
progressoes aritméticas infinitas de inteiros nao negativos tais que entre quais-
quer k inteiros nao negativos ha pelo menos um que pertence a alguma das
n progressoes. Sejam ry, 79, ---, T, as razoes de cada progressao e seja
r =min{ry,re, -+ ,7,}. Qual é o maior valor possivel de r?

Problema 8 (Sérvia/2015) Dado n € Z., determine a maior cardinalidade
possivel de um conjunto A do conjunto {1,2,3,---,2"} com a seguinte pro-
priedade:

Va,y € A com x # y, va(x,y) é par

sendo v(a) a maior poténcia de 2 que divide a.

Problema 9 (Balkan/2012) Seja n um inteiro positivo. Seja

P, = {2",2""".3,2"7%.3% ... 3"}
Para cada subconjunto X de P,,, nds escrevemos Sx como a soma dos elementos
de X, com a convengao de que Sy = 0, sendo () o conjunto vazio. Suponha
que y é um nimero real tal que 0 < y < 3" — 27+l Prove que existe um
subconjunto Y de P,, tal que 0 < y — Sy < 2".

Problema 10 (OBM/2017) Seja n > 3 um inteiro. Prove que, para todo k
inteiro com 1 < k < (£), existe um conjunto A com n elementos inteiros positivos
distintos tais que o conjunto B = {mdc(z,y) : x,y € A,z # y} (obtido a partir
do méximo divisor comum de todos os pares de elementos distintos de A) contém
exatamente k elementos distintos.

Problema 11 (Sérvia/2016) Dado quaisquer 2n—1 subconjuntos de 2 elementos
do conjunto {1,2,--- ,n}, prove que sempre é possivel escolher n desses subcon-

2
juntos de tal forma que a unido deles possui no maximo gn + 1 elementos.

Problema 12 (Rioplatense/2002) Seja A um conjunto de nimeros inteiros po-
sitivos. Dizemos que um conjunto B é uma base de A se todo elemento de A
puder ser escrito como soma de elementos de algum subconjunto de B e, dados
quaisquer dois subconjuntos de B, a soma dos elementos de cada subconjunto é
distinta. Dado um inteiro positivo n, mostre que existe um menor nimero 7(n)
para o qual qualquer conjunto A de n elementos admite uma base com nao mais
que r(n) elementos e, além disso, determine o valor de r(n) para cada n.

10



4.2 Sobre outras coisas

Problema 13 (Ira/TST - 2017) No pais Sugarland, hd 13 estudantes dispu-
tando as 6 vagas da IMO. O processo seletivo consiste de 6 testes de selecao.
Apds os testes, verificou-se que nao houve empate entre quaisquer dois estu-
dantes em qualquer teste. Para selecionar o time da IMO, a comissdo resolve
escolher uma permutacao desses 6 testes e comegando, pela ordem definida na
permutagao, seleciona o estudante com a maior nota, entre os estudantes ainda
nao selecionados, para compor o time escolhendo assim o time dos 6 estudantes
de Sugarland na IMO. Antes da escolha da permutacio e depois dos 6 testes, é
possivel que todos os 13 estudantes tenham chances de ir para a IMO?

Problema 14 (Sérvia/2015) Um guarda propde um jogo a 2015 prisioneiros.
Todos os prisioneiros sao colocados numa &area e 14 sao colocados um chapéu na
cabeca de cada prisioneiro. Cada prisioneiro pode ver os chapéus de todos os
outros, mas nao consegue ver o seu. Cada chapéu tem uma cor entre cinco cores
possiveis. O guarda pergunta ao primeiro prisioneiro se ele sabe a cor do seu
chapen.

e Se a resposta é "Nao”, entao ele morre ali mesmo, de forma que os outros
prisioneiros ficam sabendo da morte dele.

e Caso contrario, ele é levado para uma outra sala, onde é perguntado sobre
qual é a cor do seu chapéu.

— Se o prisioneiro da sala acerta, ele se torna livre.

— Caso contrario, ele morre.

Os outros prisioneiros nao ouvem o que o prisioneiro da sala respondeu 14, mas
sabem o resultado: liberdade ou morte.

Em seguida, o guarda escolhe o proximo prisioneiro e repete o mesmo processo
de perguntar a cor do chapeu e etc e assim sucessivamente até perguntar ao
ultimo prisioneiro vivo. Os prisioneiros podem elaborar uma estratégia antes
do jogo comecar, mas nao é permitida comunicagao entre eles depois que o
jogo comecga. Qual é o niimero maximo de prisioneiros que podem garantir a
liberdade usando uma estratégia étima?

Problema 15 (Roménia/TST - 2012) Encontre o niimero maximo de reis que
podem ser colocados num tabuleiro de xadrez 12 x 12 tal que cada rei ataca
exatamente um dos outros reis.

Problema 16 Generalize a questao anterior para n X n.

Problema 17 (Sérvia/2017) Encontre o niimero médximo de rainhas que podem
ser colcoadas num tabuleiro de xadrez 2017 x 2017 tal que cada rainha ataca no
maximo uma outra rainha.

Problema 18 (Rioplatense/2002) Daniel escolhe um niimero inteiro positivo n
e o diz a Ana. Com esta informagao, Ana escolhe um inteiro positivo k e o diz a
Daniel. Entao, Daniel desenha n circunferéncias em um papel e escolhe k pontos
distintos com a condicao de que cada um deles pertenca a alguma circunferéncia
que ele desenhou. Em seguida, ele apaga as circunferéncias, deixando visiveis
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apenas os k pontos. A partir desses pontos, Ana deve reconstruir pelo menos
uma das circunferéncias que Daniel desenhou. Determine o menor valor de k
que permite a Ana alcancar seu objetivo independente de como Daniel desenhe
as n circunferéncias ou escolha seus k pontos.

Problema 19 (USAMO/2005) Seja m um inteiro maior que 1. Considere 2n
pontos no plano, de forma que entre eles ndo hé trés colineares. Suponha que
n desses 2n pontos sao coloridos de verde e os outros n pontos sao coloridos
de amarelo. Uma reta do plano é chamada reta balanceada seela passa por
exatamente um ponto verde e um ponto amarelo e, para cada lado da reta, o
nimero de pontos verdes é igual ao nimero de pontos amarelos em cada lado.
Prove que existe pelo menos duas retas balanceadas.

Problema 20 (Ibero/2017) Consideremos as configuragoes de nimeros inteiros

1,1

a2,1 a2 2

a3 1 a3.2 a3 3

a2017,1 @2017,2 Q2017,3 - -  A2017,2017

onde a; ; = @41, + ai41,541 para todos os 4,7 tais que 1 < j <7 < 2016.

Determine o nimero méaximo de inteiros impares que uma tal configuragao pode
conter.

Problema 21 (Sérvia/2017) Existe 2n — 1 lampadas em linha. Inicialmente,
somente a lampada central (a n-ésima) estd acesa, enquanto as demais estao
apagadas. O tnico movimento permitido é escolher uma sequéncia consecutiva
de lampadas, com pelo menos trés lampadas, de tal forma que as lampadas
mais & esquerda e & mais a direita estdo apagadas e as demais lampada dessa
sequéncia estao acesas e, entdo, trocar os estados delas: as acesas tornam-se
apagadas e vice-versa. Por exemplo, se a sequéncia escolhida é e o o o e, entao
apds o movimento obteremos a sequéncia o e e @ o. Determine a quantidade
méxima de movimentos permitidos que podem ser feitos.

4.3 IMO e IMO/SL

Problema 22 (IMO/SL-2013) Seja n um inteiro positivo. Encontre o menor
inteiro k com a seguinte propriedade: dados quaisquer d nimeros reais aq, - - - , aq
taisquea;+---+ag=nel0<a; <lparai=1,2,---,d, é possivel particionar
esse nimeros em k grupos (alguns deles podem ser vazios) de forma que a soma
dos ntimeros em cada grupo é no maximo 1.

Problema 23 (IMO/2011) Seja n um inteiro positivo. Temos uma balanga de
dois pratos e n pesos cujas massas sio 2°,2%,-.. 2771 Devemos colocar os
pesos na balanca, um por um, de tal forma que o prato direito nunca seja mais
pesado do que o prato esquerdo. A cada passo, devemos escolher um dos pesos
que ainda nao esteja na balanca e colocéd-lo sobre o prato esquerdo ou sobre o
prato direito, procedendo assim até que todos os pesos tenham sido colocados
nela.

Determine o nimero de maneiras em que isso pode ser feito.
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Problema 24 (IMO/2014) Seja n > 2 um inteiro. Considere um tabuleiro de
xadrez n x n dividido em n? quadrados unitdrios. Uma configuracio de n torres
neste tabuleiro é dita pacifica se cada linha e cada coluna contém exatamente
uma torre. Encontre o maior inteiro positivo k tal que, para qualquer confi-
guragao pacifica de n torres, podemos encontrar um quadrado k x k sem torres
em qualquer um dos seus k2 quadrados unitérios.

Problema 25 (IMO/2011) Seja S um conjunto finito de dois ou mais pontos
do plano. Em S nao ha trés pontos colineares. Um moinho de vento é um
processo que comeca uma reta £ que passa por um unico ponto P € S. Roda-
se ¢ no sentindo dos ponteiros do relégio ao redor do pivot P até que a reta
encontre pela primeira vez um outro ponto de S, que denotaremos por ). Com
) como novo pivot, a reta continua a roda no sentido dos ponteiros do relégio
até encontrar outro ponto de S. Este processo continua sem parar, sendo sempre
o pivot algum ponto de S.

Demonstre que se pode escolher um ponto P € S e uma reta ¢ que passa por P
tais que o moinho de vento resultante usa cada ponto de S como pivot infinitas
vezes.

Problema 26 (IMO/SL-2011) Prove que, para todo inteiro positivo n, o con-
junto {2,3,---,3n + 1} pode ser particionado em n triplas de tal forma que os
numeros em cada tripla sao os lados de algum triangulo obtusangulo.

Problema 27 (IMO/201}) Para cada inteiro positivo n, o Banco da Cidade do

Cabo emite moedas de valor —. Dada uma colecao finita de tais moedas (de
n

valores nao necessariamente distintos) com valor total de no méximo 99 + —,

prove que e possivel dividir esta colecao em 100 ou menos grupos de moedas,
cada um com valor total de no maximo 1.

Problema 28 (IM0O/2014) Um conjunto de retas no plano estd em posi¢ao
geral se nao ha duas paralelas nem trés concorrentes no mesmo ponto. Um
conjunto de retas em posicao geral corta o plano em regioes, algumas com area
finita, chamadas regides finitas. Prove que, para todo n suficientemente grande,
em qualquer conjunto de n retas em posicao geral é possivel pintar de azul pelo
menos y/n dessas restas, de modo que nenhuma das suas regices finitas tenha
uma fronteira completamente azul.

Nota: Para resultados em que y/n é substituido por ¢y/n serao atribuidos pontos
conforme o valor da constante c.
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