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Problema 1. (3 pontos). Seja f: R™ — R uma fungao continua e estritamente crescente.
Prove que as duas condigoes seguintes sao equivalentes:

(1) Se f(x) € Z, entao = € Z.

(i) Lf(2)] = f(lz]), Vo € RT.

Problema 2. (4 pontos). Sejam a1 < az < ... < a,, inteiros positivos {mpares.
Prove que
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Aqui [a1,ag, ..., a;] é o minimo multiplo comum dos ndmeros ay, ag, ..., a;.

Problema 3. (4 pontos). Os nimeros reais positivos a,b e c¢ satisfazem a condi¢cao de que
ab + ac + bc < 3abe. Prove que

A+ +S>a+b+te

Problema 4. (5 pontos). Seja G um grupo onde todo elemento z € G, com x # 1, tem ordem
p. Mostre que se em qualquer subconjunto A de G com p? — 1 elementos, hé p deles que comutam
dois a dois, entdao G é um grupo Abeliano.

Problema 5. (5 pontos). Encontre todas as fungées f : R — R que satisfazem:

flx+yf(x)+ fly — f(z)) =22 f(y), para todos os nimeros reais z, y.

Problema 6. (7 pontos). Para um inteiro positivo n, uma arrumacao n-bicolorida consiste de 3
triangulos vermelhos e n triangulos azuis que satisfazem as seguintes condigoes:

e Nao existe uma reta que passe pelos trés triangulos vermelhos.

e Cada triangulo vermelho e cada tridngulo azul se intersectam.
Determine o menor valor de k para o qual para qualquer arrumagao n-bicolorida se possam encontrar
k pontos do plano que toquem todos os tridngulos azuis da arrumagao.



Problema 7. (7 pontos). (a) Seja K um inteiro positivo e seja f(z) um polinémio real nao nulo
que nao tem raizes complexas no dominio definido pela condigao angular |arg z| < 5% . Prove que
existe um polinomio real diferente de zero g(x) tal que os coeficientes de g(r) sejam todos nao
negativos, f(z) divide g(z) e grau g < K - grau f.

(b) Construa para todo inteiro positivo K um polinémio real nao nulo f(x) que nao tenha raizes
complexas no dominio definido pela condicao angular |arg z| < 57 e que satisfaca a propriedade de
que todo polindémio nao nulo g(z) divisivel por f(z), que tenha somente coeficientes nao negativos,
também satisfaca grau g > K - grau f.



