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Problema 1. Seja ABC um tridngulo com CA = CB e LACB = 120°, e seja M o ponto médio
de AB. Seja P um ponto variavel no circuncirculo de ABC e seja Q o ponto no segmento C'P tal que
QP = 2QC. Sabe-se que a reta que passa por P e é perpendicular a reta AB intersecta a reta MQ
em um unico ponto N.

Prove que existe uma circunferéncia fixa tal que N pertence a essa circunferéncia para qualquer
posicao de P.

Problema 2. Considere o conjunto

A:{1+;:k¢:1,2,3,...}.

(a) Prove que todo inteiro > 2 pode ser escrito como o produto de um ou mais elementos de A, nao
necessariamente distintos.

b) Para todo inteiro = > 2, seja f(x) o menor inteiro tal que x pode ser escrito como o produto de
)
f(x) elementos de A, ndo necessariamente distintos.

Prove que existem infinitos pares (x,y) de inteiros com = > 2, y > 2, e
flzy) < f(@) + f(y).

(Os pares (z1,y1) e (z2,y2) sdo distintos se x1 # x2 ou Y1 # y2).
Problema 3. As n competidoras de uma EGMO sao chamadas de C1,...,C,. Depois da com-
peticdo, elas formam uma fila na frente do restaurante de acordo com as seguintes regras:

e O Juri escolhe a ordem inicial das competidoras na fila.

e A cada minuto, o Juri escolhe um inteiro i tal que 1 < i < n.

— Se a competidora CZ tem pelo menos i outras competidoras na sua frente, ela paga 1 euro
)
para o Juri e anda exatamente ¢ posi(;()es para frente.

— Se a competidora C; tem menos de i outras competidoras na sua frente, o restaurante abre
€ esse Processo se encerra.

(a) Prove que esse processo nao pode continuar indefinidamente, independentemente das escolhas do
Juri.

(b) Determine para cada n a maior quantidade de euros que o Juri pode arrecadar das competidoras
escolhendo de maneira esperta a ordem inicial e a sequéncia de escolhas dos inteiros 1.
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Problema 4. Um domino é uma peca de tamanho 1 X 2 ou 2 x 1.

Seja n > 3 um inteiro. Dominds sdo colocados em um tabuleiro quadriculado n x n de maneira
que cada dominé cobre exatamente 2 casas do tabuleiro e os dominds nao se sobrepoem.

O walor de uma linha ou coluna do tabuleiro é o ntimero de dominés que cobre pelo menos uma
casa dessa linha ou coluna. Uma configuracdo de dominés no tabuleiro é chamada balanceada se existe
algum k£ > 1 tal que cada linha e cada coluna tem valor k.

Prove que uma configuragdo balanceada existe para todo n > 3, e encontre o menor nimero de
dominds necessarios para tal configuracao.

Problema 5. Seja I' o circuncirculo do tridngulo ABC. A circunferéncia €2 é tangente ao seg-
mento AB e é tangente a I' em um ponto que fica no mesmo lado da reta AB que o ponto C. A
bissetriz de ZBC A intersecta €2 em dois pontos distintos P e Q.

Prove que ZABP = Z/QBC.

Problema 6.

(a) Prove que para todo ntimero real t tal que 0 < t < % existe um inteiro positivo n com a seguinte
propriedade: para todo conjunto S de n inteiros positivos existem dois elementos diferentes x e y
de S, e um inteiro nao negativo m (i.e. m > 0), tal que

|z — my| < ty.

(b) Determine se para todo nimero real ¢ tal que 0 < t < % existe um conjunto infinito S de inteiros
positivos tal que
|z —my| >ty

pra todo par de elementos distintos x e y de S e pra todo inteiro positivo m (i.e. m > 0).
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