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Problema 1. Determine todos os ntimeros complexos w = a + bi, com a,b € R, tais que existe
um polinémio p(z) com coeficientes reais positivos que satisfaz p(w) = 0.

Problema 2. Seja f: R — R uma fungao derivdvel tal que f(0) = 0e |f'(z)| < |f(z)-log|f(z)]|
para cada x € R que satisfaz 0 < |f(z)| < 1/2. Prove que f(z) = 0 para todo = € R.

Problema 3. Sejam G um grupo abeliano finito e f : Z* — G uma funcao completamente
multiplicativa (ou seja, f(mn) = f(m)f(n) para quaisquer inteiros positivos m,n). Prove que existem
infinitos inteiros positivos k tais que f(k) = f(k +1).

Cada problema vale 10 pontos.

Tempo maximo: 4h 30m.
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Problema 4.

Sejam m,n inteiros positivos e a1, ..., am,b1,. .., b, nimeros reais positivos tais que, para todo inteiro
positivo k, temos

(@b ... +ak) - +... 0| <CEY,

para certos C' e N fixos. Prove que existem [ < m,n e permutacoes o de {1,...,m} e 7 de {1,...,n}, tais
que

L. ag() = by para 1 <i <1,

2. aa(i),bT(i) <1 parai > I

Problema 5.

Seja S um conjunto de inteiros. Dado um real positivo r, dizemos que S é um conjunto r-decente, se
m—-n
m+n

para qualquer par m,n de inteiros distintos e maiores que um que satisfagam

< r,existea € S e

k > 1 tais que a* divide m mas néo divide n, ou a* divide n mas nao divide m.

1. Prove que, para qualquer r > 0, todos os conjuntos r-decentes possuem infinitos elementos primos.

2. Para cada r > 0, determine a maior cardinalidade possivel de P \ S, onde P é o conjunto de todos os
primos e S C P é um conjunto r-decente.

Problema 6.

Seja G um grafo simples, conexo e finito. Um cagador e um coelho invisivel jogam no grafo G. O coelho
estd inicialmente em um vértice wy. Na k-ésima jogada (para k > 0), o cacador escolhe livremente um vértice
V. Se v = Wy, 0 coelho é capturado e o jogo termina. Caso contrario, o coelho se move invisivelmente por
uma aresta de wy até wii1 (wy y wiy1 sdo adjacentes e, portanto, distintos) e o jogo continua. O cagador
conhece estas regras e conhece o grafo GG. Depois da k-ésima jogada, ele sabe se wjy # vi, mas nao recebe
nenhuma outra informacao.

Caracterize os grafos G para os quais o cagador tem uma estratégia que garanta que ele capture o coelho
em no maximo N jogadas para algum inteiro positivo N. Aqui NV deve depender apenas de G e a estratégia
deve funcionar independentemente da posi¢ao inicial e da trajetéria do coelho.

Nota: Um grafo é simples se suas arestas nao sao direcionadas, toda aresta liga dois vértices distintos e
entre dois vértices hd no maximo uma aresta. Um grafo simples é finito se tem um niimero finito de vértices.
Um grafo simples é conezo se entre quaisquer dois vértices hd um caminho (formado por arestas) ligando
os dois vértices.

La calificacion maxima de cada problema es de 10 puntos.

Tiempo maximo: 4h 30m.



