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Primeiro Dia

» PROBLEMA 1
Sejam w; e wy duas circunferéncias de centros Cy e Cs, respectivamente, que se cortam em dois pontos P e
Q. Suponha que a circunferéncia circunscrita ao tridngulo PC;Cs intersecte w; novamente em A # P e wy
novamente em B # P. Suponha ainda que ) esta no interior do tridngulo PAB. Demonstre que @) é o incentro
do triangulo PAB.

» PROBLEMA 2
Sao dadas a reta real e os inicos pontos marcados 0 e 1. Podemos realizar quantas vezes quisermos a seguinte
operagdo: tomamos dois pontos j4 marcados a e b e marcamos o simétrico de a com relagdo a b. Seja f(n)
a quantidade minima de operacdes necessirias para marcar na reta real o nimero n (que é o nimero a uma
distancia |n| do 0 e estd a direita de 0 se n > 0 e & esquerda de 0 se n < 0). Por exemplo, f(0) = f(1) =0e

f(=1) = f(2) = 1. Encontre f(n).

» PROBLEMA 3
Seja R<g o conjunto dos niimeros reais positivos. Determine todas as fungoes f : R-g — R tais que

flay+ f(2) = F(f(@)f(y) +=

para todos os reais positivos x e y.
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» PROBLEMA 4
Prove que para todo inteiro positivo m, existe um inteiro positivo n,, tal que para todo inteiro positivo n > n,,,

existem inteiros positivos (ndo necessariamente distintos) a1, as, ..., a, tais que
! + ! +...+ ! 1
m m e 7 —_— .
ay ag an

» PROBLEMA 5

(a) Prove que dadas constantes a,b com 1 < a < 2 < b, ndo existe parti¢io do conjunto dos inteiros positivos
em dois subconjuntos Ay, Ay tal que: se j € {0,1} e m,n pertencem a A;, entdo n/m < a ou n/m > b.

(b) Determine todos os pares de reais (a,b) com 1 < a < 2 < b para os quais vale a seguinte propriedade: existe
uma particdo do conjunto dos inteiros positivos em trés subconjuntos Ag, A1, Ay tal que se j € {0,1,2} e
m,n pertencem a A;, entdo n/m < a ou n/m > b.

Observagao: Uma particdo de um conjunto € escrever tal conjunto como unido de subconjuntos disjuntos dois
a dois.

» PROBLEMA 6
Seja A1 Ay A3A4As um pentdgono convexo inscritivel com ZA; + £ZA;11 > 180° para i = 1,2,3,4,5, (Iindices
moédulo 5 em todo o problema). Defina B; como a intersegdo das retas A;_14; e A;11A;+2, formando uma
estrela. Os circuncirculos dos tridngulos A;_1B; 1A4; e A;B;A;11 se cortam novamente em C; # A;, e 0s
circuncirculos dos tridngulos B;_1A4;B; e B;A;11B;4+1 se cortam novamente em D; # B;. Prove que as dez retas
A;C;, B;D;,i=1,2,3,4,5, tém um ponto em comum.



