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Dia 1 – 31 de outubro de 2020 

 

1. Em certo país as moedas têm valores iguais a potências de 2 desde 20 = 1 até  

210 = 1024. Um caixa eletrônico possui 1000 moedas de cada valor e ao entregar cada 

valor ele usa cada moeda no máximo uma vez. Se vão chegando clientes pedindo todos 

os valores inteiros positivos 1, 2, 3, 4, 5, ... nesta ordem em moedas, qual será o primeiro 

valor que o caixa eletrônico não poderá fornecer? No momento em que o primeiro cliente 

não é atendido por falta de moedas, quais moedas não existem mais no caixa? 

 

2. a) Encontre inteiros 𝑥 e 𝑦 tal que  

𝑦2 = 𝑥3 + 2017 

b) Prove que não existem inteiros 𝑥 e 𝑦, com 𝑦 não divisível por 3, tal que  

𝑦2 = 𝑥3 − 2017 

 

3. Seja 𝐴𝐵𝐶 um triângulo e sobre os lados externamente são construídos quadrados 

𝐵𝐴𝐷𝐸, 𝐶𝐵𝐹𝐺 e 𝐴𝐶𝐻𝐼. Determine a maior constante real positiva 𝑘 tal que para qualquer 

triângulo 𝐴𝐵𝐶 vale 

[𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻𝐼] ≥ 𝑘 ⋅ [𝐴𝐵𝐶] 

em que [𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻𝐼] e [𝐴𝐵𝐶] representam as áreas do hexágono 𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻𝐼 e do triângulo 

𝐴𝐵𝐶, respectivamente. 

 

Tempo: 4 horas e 30 minutos 

Cada problema vale 7 pontos 
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Dia 2 – 1 de novembro de 2020 

 

4. Seja 𝐴𝐵𝐶 um triângulo acutângulo. O incírculo toca os lados 𝐵𝐶, 𝐶𝐴 e 𝐴𝐵 nos pontos 

𝐷, 𝐸 e 𝐹, respectivamente. Sejam 𝑃, 𝑄 e 𝑅 os circuncentros dos triângulos 𝐴𝐸𝐹, 𝐵𝐷𝐹 e 

𝐶𝐷𝐸, respectivamente. Prove que os triângulos 𝐴𝐵𝐶 e 𝑃𝑄𝑅 são semelhantes. 

Observação: o circuncentro de um triângulo é o centro da circunferência que passa pelos 

três vértices.  

 

5. De quantas formas podemos preencher as casinhas de um tabuleiro 4 × 4 com inteiros 

positivos, um inteiro em cada casinha, de modo que os produtos dos 4 números em cada 

uma das linhas e em cada uma das colunas seja 2020? 

 

6. Prove que ⌊√9𝑛 + 7⌋ = ⌊√𝑛 + √𝑛 + 1 + √𝑛 + 2⌋ para todo inteiro positivo 𝑛, onde, 

para qualquer 𝑥 real, ⌊𝑥⌋ representa o maior inteiro menor que ou igual a 𝑥.  

 

Tempo: 4 horas e 30 minutos 

Cada problema vale 7 pontos 

 


